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物理 学 是 研究 物质 、 能 量 以 及 它们 之 间 相 互 作用 的 科学 。 她 不 仅 是 化 学 、 
生命 ,材料 、 信 息 、 能 源 和 环境 等 相关 学 科 的 基础 ,同时 还 是 许多 新 兴学 科 和 交 
又 学 科 的 前 沿 。 在 科技 发 展 日 新 月 异 和 国际 竞争 日 趋 激烈 的 今天 ,物理 学 不 
仅 转 于 基础 科学 和 技术 应 用 研究 的 范畴 ,而 且 在 社会 发 展 与 人 类 进步 的 历史 
进程 中 发 挥 着 越 来 越 关键 的 作用 。 

我 们 欣喜 地 看 到 ,改革 开放 三 十 多 年 来 , 随 着 中 国政 治 .经 济 .教育 .文化 
等 领域 各 项 事业 的 持续 稳定 发 展 ,我 国 物理 学 取得 了 跨越 式 的 进步 ,做 出 了 很 
多 为 世界 瞩目 的 研究 成 果 。 今 日 的 中 国 物理 正在 经 历 一 个 历史 上 少 有 的 黄金 
时 代 。 

在 我 国 物理 学 科 快 速 发 展 的 背景 下 ,近年 来 物理 学 相关 书籍 也 呈现 百花 
齐 放 的 良好 态势 ,在 知识 传承 、 学 术 交 流 、 人 才 培 养 等 方面 发 挥 着 无 可 替代 的 
作用 。 从 男 一 方面 看 ,尽管 国内 各 出 版 社 相 继 推 出 了 一 些 质量 很 高 的 物理 教 
材 和 图 书 ,但 系统 总 结 物理 学 各 门类 知识 和 发 展 ,深入 浅 出 地 介绍 其 与 现代 科 
学 技术 之 间 的 渊源 ,并 针对 不 同 层次 的 读者 提供 有 价值 的 教材 和 研究 参考 , 仍 
是 我 国 科学 传播 与 出 版 界面 临 的 一 个 极 富 挑战 性 的 课题 。 

为 有 力 推动 我 国 物理 学 研究 ,加快 相关 学 科 的 建设 与 发 展 , 特 别 是 展现 近 
年 来 中 国 物 理学 者 的 研究 水 平和 成 果 , 北 京 大 学 出 版 社 在 国家 出 版 基金 的 支 
持 下 推出 了 《中 外 物理 学 精品 书 系 》, 试 图 对 以 上 难题 进行 大 胆 的 尝试 和 探索 。 
该 书 系 编 委 会 集结 了 数 十 位 来 自 内 地 和 香港 顶尖 高 校 及 科研 院 所 的 知名 专家 
学 者 。 他 们 都 是 目前 该 领域 十 分 活跃 的 专家 ,确保 了 整套 从 书 的 权威 性 和 前 
脆性 。 

这 套 书 系 内 容 丰富 ,涵盖 面 广 ,可 读 性 强 ,其 中 既 有 对 我 国 传统 物理 学 发 
展 的 梳理 和 总 结 , 也 有 对 正在 莫 勃 发 展 的 物理 学 前 沿 的 全 面 展示 ; 既 引 进 和 介 
绍 了 世界 物理 学 研究 的 发 展 动态 ,也 面向 国际 主流 领域 传播 中 国 物理 的 优秀 
专著 。 可 以 说 《中 外 物理 学 精品 书 系 》 力 图 完整 呈现 近 现 代 世 界 和 中 国 物理 
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科学 发 展 的 全 貌 , 是 一 部 目前 国内 为 数 不 多 的 兼 具 学 术 价 值 和 阅读 乐趣 的 经 
典 物理 从 书 。 

《中 外 物理 学 精品 书 系 》 男 一 个 突出 特点 是 ,在 把 西方 物理 的 精华 要 义 “ 请 
进来 ”的 同时 ,也 将 我 国 近 现 代 物理 的 优秀 成 果 “ 送 出 去 ”。 物 理学 科 在 世界 范 
围 内 的 重要 性 不 言 而 喻 ,引进 和 翻译 世界 物理 的 经 典 著 作 和 前 沿 动态 ,可 以 满 
足 当前 国内 物理 教学 和 科研 工作 的 人 迫切 需求 。 另 一 方面 ,改革 开放 几 十 年 来 ， 
我 国 的 物理 学 研究 取得 了 长 足 发 展 ,一 大 批 具 有 和 较 高 学 术 价 值 的 著作 相继 问 
世 。 这 套 从 书 首次 将 一 些 中 国 物理 学 者 的 优秀 论著 以 英文 版 的 形式 直接 推 向 
国际 相关 研究 的 主流 领域 ,使 世界 对 中 国 物理 学 的 过 去 和 现状 有 更 多 的 深入 
T fit ,不仅 充分 展示 出 中 国 物 理学 研究 和 积累 的 “ 硬 实力 ”, 也 向 世界 主动 传播 
我 国 科 技 文化 领域 不 断 创新 的 “ 软 实力 ”, 对 全 面 提升 中 国 科学 、 教 育 和 文化 领 
域 的 国际 形象 起 到 重要 的 促进 作用 。 

值得 一 提 的 是 《中 外 物理 学 精品 书 系 》 还 对 中 国 近 现代 物理 学 科 的 经 典 
著作 进行 了 全 面 收录 。20 世纪 以 来 ,中 国 物理 界 诞生 了 很 多 经 典 作品 ,但 当 
时 大 都 分 散 出 版 ,如 今 很 多 代表 性 的 作品 已 经 淹没 在 浩瀚 的 图 书 海洋 中 ,读者 
们 对 这 些 论著 也 都 是 “只 闻 其 声 , 未 见 其 真 ”。 该 书 系 的 编者 们 在 这 方面 下 了 
很 大 工夫 ,对 中 国 物理 学 科 不 同时 期 .不 同 分 支 的 经 典 著作 进行 了 系统 的 整理 
和 收录 。 这 项 工作 具有 非常 重要 的 学 术 意义 和 社会 价值 ,不 仅 可 以 很 好 地 保 
护 和 传承 我 国 物理 学 的 经 典 文献 ,充分 发 挥 其 应 有 的 传世 育 人 的 作用 ,更 能 使 
广大 物理 学 人 和 青年 学 子 切身 体会 我 国 物理 学 研究 的 发 展 脉络 和 优良 传统 ， 
真正 领悟 到 老 一 辈 科学 家 严 关 求实 .追求 卓 越 , 博 大 精深 的 治学 之 美 。 

温家宝 总 理 在 2006 年 中 国 科 学 技术 大 会 上 指出 ,“ 加 强 基 础 研究 是 提升 
国家 创新 能 力 、 积 累 智力 资本 的 重要 途径 ,是 我 国 跻身 世界 科技 强国 的 必要 条 
件 ”。 中 国 的 发 展 在 于 创新 ,而 基础 研究 正 是 一 切 创新 的 根本 和 源泉 。 我 相 
信 , 这 套 ( 中 外 物理 学 精品 书 系 ) 的 出 版 ,不 仅 可 以 使 所 有 热爱 和 研究 物理 学 的 
人 们 从 中 获取 思维 的 启迪 ,智力 的 挑战 和 阅读 的 乐趣 ,也 将 进一步 推动 其 他 相 
关 基 础 科学 更 好 更 快 地 发 展 ,为 我 国 今后 的 科技 创新 和 社会 进步 做 出 应 有 的 
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本 书 是 讨论 非 线 性 波 的 动力 学 的 一 本 专 
著 .全书 约 30 万 字 , 共 分 10 章 . 

第 一 章 是 引言 . 第 二 章 讨论 了 线性 波 和 非 
线性 波 的 一 些 基本 概念 . 第 三 章 介绍 了 从 流体 
和 等 离子 体 实际 系统 中 导出 的 几 个 著名 非 线性 
波动 方程 , 书 中 用 于 分 析 非 线性 波 的 动力 学 的 
主要 模型 就 是 在 其 中 一 些 方程 基础 上 建立 的 . 
第 四 章 和 第 五 章 分 别 扼 要 地 介绍 了 哈密 上 顿 系统 
和 耗 散 系统 的 非 线性 动力 学 ,它们 是 本 书 用 于 
分 析 非 线性 波 的 动力 学 的 理论 基础 .第 六 章 讨 
论 了 波 - 波 相互 作用 系统 .第 七 章 及 以 后 各 章 讨 
论 了 依赖 于 空间 变量 的 非 线性 演化 方程 的 动力 
学 ,在 这 几 章 中 通过 实例 分 析 了 定 态 波 失 稳 并 
逐步 发 展 为 弱 湛 和 强 清 的 途径 ,以 及 在 不 同 状 
态 下 非 线 性 波动 系统 的 动力 学 现象 和 规律 . 

本 书 注重 理论 联系 实际 ,内 容 深 入 浅 出 ,图 
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大 约 从 20 世纪 70 ERF aR. TE BEE M HP A ERER SE” AY BK 
门 渐渐 开启 ,向 物理 .化 学 .生物 万 至 所 有 自然 科学 领域 的 学 者 提出 了 辐 一 个 
问题 : 宇宙 万 物 的 运动 从 简单 到 复杂 的 转变 ,遵循 的 是 同样 的 一 些 规 律 吗 ? 
譬如 ,支配 流体 从 有 规 波 动 到 汕 流 运动 的 规律 ,与 支配 振子 从 简单 振动 到 混沌 
运动 的 规律 之 间 ,没有 什么 本 质 的 区 别 吗 ? 在 回答 这 些 问题 的 过 程 中 ,一 个 共 
WERT: 决定 性 的 系统 有 可 能 产生 混沌 运动 . 应 该 说 ,这 是 对 自然 规律 认识 
上 的 一 大 飞 唉 ,而 这 种 基本 观点 上 的 飞 唉 在 科学 史上 并 不 多 见 ， 

自 80 年 代 前 期 开始 ,陆续 从 国外 归来 的 学 者 中 ,一 些 人 不 约 而 同 地 将 研 
究 目光 聚焦 在 非 线 性 科学 上 . 有 一 个 时 期 ,大 家 频繁 地 聚会 ,不拘 形 式 ,不 论 长 
幼 尊 卑 , 为 了 概念 上 的 一 个 疑问 , 激 辨 不 体 , 对 中 国 科 学 家 来 说 那 是 一 个 充满 
激情 的 年 代 , 一 个 科学 上 颇 为 纯真 的 年 代 . 

笔者 有 幸 亲 历 了 这 个 时 代 . 20 世纪 70 年 代 末 开始 接触 非 线性 方面 的 课 
题 , 关 注 流 体 和 等 离子 体 中 的 孤立 子 现象 ,后 来 到 联邦 德国 的 马克 斯 - 普 朗 克 
等 离子 体 物 理 所 学 术 访 问 ,先后 合作 研究 了 波 - 波 相互 作 用 和 非 线 性 漂移 波 等 
课题 .后 者 是 一 个 包含 了 时 间 和 空间 变量 的 非 线 性 动力 学 问题 ,数值 模拟 结果 
出 乎 意料 地 有 趣 ,一 些 波动 解 显 示 出 强 满 流 的 特征 ,而 且 它 们 出 现 的 参数 区 还 
表现 出 某 种 规律 , 回国 后 因 条 件 所 限 , 笔 者 一 度 转 而 研究 关于 微分 方程 解 的 一 
般 性 质 方面 . 此 后 ,关于 漂移 波 满 流 的 研究 工作 再 度 提 上 日 程 . 不 过 在 相当 长 
的 一 段 时 间 内 ,对 于 如 何 解 释 数值 模拟 中 观察 到 的 现象 ,可 以 说 是 既 漫 无 头绪 
又 欲罢不能 . 只 是 在 摆 正 了 参照 系 以 后 ,研究 工作 才 开 始 获得 进展 , 非 线性 色 
散 关 系 的 建立 及 其 结果 与 数值 模拟 的 符合 ,使 笔者 自信 已 步 人 了 正确 的 路 径 ， 
此 后 ,按照 非 线 性 动力 学 理论 的 指引 ,模拟 从 孤立 波 到 呢 消 和 强 满 形式 解 的 一 
些 主要 现象 , 陆 陆 续 续 地 得 到 了 合理 的 解释 . 

我 们 知道 ,在 流体 、 等 离子 体 , 光 学 以 及 固体 等 系统 中 出 现 的 孤立 子 这 样 
的 空间 相干 波动 现象 ,早已 在 非 线 性 的 基础 上 获得 了 满意 的 解释 ,这 方面 的 理 
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论 已 经 比较 成 熟 ; 除 此 之 外 ,这 些 系 统 中 还 允许 出 现 随时 间 和 空间 呈 复 杂 变 化 
的 波动 ,如 泣 流 形式 的 解 , 一 般 认为 ,这 些 现象 也 与 非 线性 效应 有 关 . 在 这 些 领 
域 中 分 别 导 出 过 一 些 非 线性 波动 方程 ,对 这 些 方程 的 数值 模拟 也 证 实 了 这 一 
点 .近年 来 出 版 的 有 关 非 线性 波 的 专著 通常 都 专门 辟 出 章节 介绍 时 序 系统 非 
线性 动力 学 理论 ,以 帮助 理解 这 些 复杂 波动 现象 出 现 的 原因 . 不过, 非 线性 动 
力学 一 般 侧重 于 讨论 少 自由 度 的 时 序 系统 , 它 能 否 真正 解释 波动 系统 这 样 的 
无 穷 维 相 空 间 中 的 非 线性 现象 还 是 一 个 问题 . 20 世纪 80 年 代 前 期 在 国际 上 
兴起 的 所 谓 时 空 混沌 课题 要 解决 的 核心 问题 之 一 ,就 是 如 何 将 其 理论 推广 应 
用 于 分 析 波 动 系统 中 的 复杂 现象 ,理解 清流 ,特别 是 强 庙 流产 生 的 原因 ,这 也 
是 笔者 撰写 本 书 的 初衷. 

本 书 中 非 线 性 波动 的 例子 多 来 源 于 等 离子 体系 统 , 但 书 中 重点 讨论 的 一 
些 方程 也 完全 适用 于 流体 表面 波 . 事实 上 ,在 自然 科学 的 各 个 研究 领域 中 , 非 
线性 问题 在 流体 系统 中 是 最 早 受 到 关注 的 ,而 等 离子 体 物理 则 是 与 非 线 性 动 
力学 走 得 最 近 的 学 科 之 一 . 自从 半 个 多 世纪 前 人 类 开始 试图 控制 等 离子 体 以 
来 ,就 一 直 为 它 的 各 种 不 稳定 性 所 困扰 ,等 离子 体 中 非 线 性 现象 之 丰富 在 各 个 
学 科 中 也 堪 称 首届 一 指 . 另 一 方面 , 非 线 性 动力 学 作为 研究 非 线 性 系统 运动 共 
同 规律 的 一 个 学 科 , 业 已 形成 了 独立 和 比较 系统 的 理论 体系 ,这 个 学 科 带 着 深 
深 的 数学 印记 , 它 不 受 实证 的 约束 ,按照 自己 的 逻辑 发 展 . 这 难免 让 一 些 人 对 
Reg ERR. IET pM E ,凯撒 的 归 凯 撒 ” 然而 诡异 的 是 ,一 个 不 受 
实证 束缚 的 学 科 , 它 找到 的 许多 规律 却 在 包括 物理 学 .化 学 .生物 学 等 自然 科 
学 领域 的 观察 中 屡屡 获得 证 实 . 我 们 的 研究 也 说 明 , 即 使 像 强 沙 流 那样 复杂 的 
波动 现象 ,也 没有 脱离 非 线性 动力 学 理论 的 基本 框架 . 线性 微 扰 论 已 经 伴随 我 
们 走 过 了 几 百 年 , 非 线性 的 世界 更 为 广阔 和 复杂 ,有 更 多 的 奥秘 等 待 我 们 去 探 
s. 
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开始 这 项 并 不 轻松 的 工作 , 感谢 国家 基础 研究 重大 项 目 “ 非 线性 科学 ”、 国 家 自 
然 科学 基金 和 教育 部 博士 点 科学 研究 基金 的 资助 ,我 们 的 研究 工作 多 是 这 些 
基金 的 支持 下 完成 的 . 感谢 D. Biskamp 博士 和 A. Salat 博士 ,他 们 渊博 的 知 
W .探索 未 知 世界 的 热情 和 严谨 的 作风 都 使 我 受益 菲 浅 . 感谢 胡 岗 教授 和 其 他 
一 些 同行 ,笔者 深 深 受 惠 于 与 他 们 的 学 术 合作 和 有 启发 性 的 讨论 ;巴西 国家 空 
间 研 究 所 的 A. Chian 教授 在 笔者 退休 后 提供 了 国际 合作 研究 的 机 会 ,他 对 非 
线性 理论 的 理解 和 结合 实际 研究 的 经 验 都 给 我 很 大 的 帮助 . 刘 寄 星 教授 对 本 
书 的 初稿 提出 过 宝贵 的 意见 ,其 他 一 些 同事 在 学 术 观 点 的 讨论 和 资料 搜集 等 


Bo 3 


方面 也 曾 给 笔者 许多 帮助 ,在 这 里 也 一 并 致谢 . 笔者 在 将 资料 汇集 成 册 的 过 程 
中 ,尽管 常常 为 如 何 理解 某 些 概念 而 期 酌 再 三 , 然 水 平 所 限 ,对 于 尚 存 的 错误 
和 不 妥 之 处 ,还 望 读者 不 音 赐 教 . 


DUS 
2009 tg 7 月 于 北京 


8 6. 


SLE 


$7. 
§ 7. 


引 Eo 


波动 的 基本 概念 … 

.1 线性 波 - en 
.3 等 离子 体 中 的 线性 波 oe ee cee cee M MM 
2 描写 浅水 波 的 KdV 方程 和 正规 长 波 方程 eee 


时 序 系 统 非 线 


.1 哈密 顿 系 统 理论 … 
.2 不 变 环 对 扰动 的 响应 . nn 
时 序 系 统 非 线性 动力 学 简介 (I 世 一 一 耗 散 系统 e 


耗 散 系统 的 相 空间 … 
不 动 点 的 稳定 性 分 析 - 
焕 合 非 线性 复 振子 系统 …………… 


非 线 性 振子 的 相同 步 现象 TT 
d 保守 的 波 - 波 相互 作用 - 
3 AA A - — 


1 
2 
.4 通 向 混沌 的 途径 e M ee 
9 
6 
7 


空间 相干 和 非 相 干 波动 解 … 
1 保守 系统 - 


2 JA DA YE BB tha Hit 


§ 8. 1 得 图 选择 eee enm nennen eren nenne 
8 8.3 波动 系统 的 矢量 空 ŞE] eee 


第 九 章 ” 弱 满 动 力学 … 


810.1 EMAAR 


810.3 E GEIL SR Im CE P RUTEHI 


结束 语 er 


: 176 


177 
181 


^ 197 

89.1 从 定 态 波 解 的 分 贫 序 列 emm mmm 
$9.2 拓扑 环 的 奇 点 和 波动 中 的 阵 发 现象 TT" 
$9.3 波动 系统 中 的 相同 步 eee 

第 十 章 HERE RACE RS D M 


209 
217 
222 


~ 231 
§ 10. 2 BASUN NARA eene 
810.4 BARE BIT FG BYE BH IRS eem 


237 


207 


- 280 


第 一 章 5| 


m} 


波动 是 自然 界 中 广泛 存在 的 一 种 集体 运动 现象 . 所 谓 集体 运动 ,在 微观 层次 上 
指 的 是 系统 中 不 同 粒子 的 运动 之 间 存 在 相关 ,对 于 宏观 上 的 连续 介质 则 是 指 不 同 
空间 点 上 的 运动 之 间 存 在 相关 ,这 种 相关 可 以 是 短程 的 也 可 以 是 长 程 的 ,例如 每 个 
粒子 的 运动 可 能 仅 与 其 近邻 粒子 的 运动 相关 ,也 可 能 与 系统 中 所 有 粒子 的 运动 都 
相关 . 

生活 中 最 容易 观察 到 的 波动 现象 莫 过 于 流体 表面 波 , 古 往 今 来 ,人 们 对 各 种 表 
面 波 现象 有 过 大 量 观察 和 描述 , 南 唐诗 人 冯 延 已 留 下 千古 名 句 :“ 风 乍 起 , 歇 皱 一 
池 春 水 ”, 说 的 是 原本 平滑 如 镜 的 水 面 ,在 风 这 个 外 力 的 作用 下 失去 了 稳定 性 ,出 现 
了 如 丝绸 和 招 起 般 较 为 规则 的 小 杜 波 动 . 15 世纪 意大利 的 达 ， 芬 奇 用 他 的 画笔 描绘 
了 最 为 复杂 的 波动 现象 画 中 大 涡 套 着 小 涡 , 小 渴 中 套 更 小 的 
涡 …… ,生动 而 又 细致 入 微 . 

现在 人 们 知道 ,波动 可 以 出 现在 各 种 介质 中 ,如 声波 是 一 种 密度 波 , 在 气体 、 液 
体 和 固体 等 介质 中 都 有 可 能 传播 ;又 如 ,在 带电 粒子 系统 中 经 常 观察 到 的 静电 波 和 
电磁 波 是 与 带电 粒子 运动 有 关 的 场 的 波动 ;在 两 种 或 两 种 以 上 的 物质 产生 化 学 反 
应 的 同时 如 果 还 存在 扩散 ,那么 原本 均匀 分 布 的 特定 成 分 就 可 能 出 现 浓 度 甚至 颜 
色 的 周期 性 改变 ,这 也 属于 集体 运动 现象 ;在 最 复杂 的 生命 系统 中 也 不 乏 波 的 运 
动 , 众 所 周知 ,高 级 思维 活动 是 脑 电波 的 运动 ,而 心肌 梗塞 则 与 在 心肌 运动 中 触发 
了 螺旋 波 有 关 . 

非 线性 在 波动 中 常常 起 着 非常 重要 的 作用 ,这 一 认识 始 于 19 世纪 为 解释 流体 
介质 中 出 现 的 孤立 子 现象 所 做 的 努力 . 孤立 子 是 一 种 质量 或 能 量 在 空间 高 度 局 域 
化 的 传播 运动 ,1895 年 Korteweg 和 de Vries 建立 了 一 个 包含 有 色散 和 非 线 性 项 
的 传播 方程 ,后 来 被 称 为 Korteweg-de Vries (KdV) 方 程 ,成 功 地 解释 了 这 一 
FZ. 除 孤 立 子 外 ,波动 中 很 多 常见 的 相干 波动 现象 ,如 激 波 、 涡 旋 、 纽 结子 .呼吸 子 
以 及 其 他 形形色色 时 空 斑 图 ,还 有 双 稳 态 和 多 稳 态 ,都 相继 被 证 明 是 有 非 线 性 参与 
的 结果 ,用 恰当 的 非 线 性 偏 微分 方程 可 以 描述 这 些 现象 . 

在 波动 世界 中 ,最 引人入胜 的 当 属 消 流 , 江 流 是 这 样 一 种 现象 , 它 的 一 些 可 测 
量 量 (例如 水 流 的 局 域 速度 ) 随 空间 和 (或 ) 时 间 非 常 迅速 地 变化 引 , 满 流 的 波形 和 
幅度 变幻 莫 测 ,表现 出 很 强 的 随机 性 . 科学 家 思考 沸 流 问题 已 有 很 长 历史 了 ,他 们 
通过 大 量 观测 .实验 和 理论 研究 寻找 到 了 流体 满 流 运动 的 许多 规律 中 ,也 发 展 出 了 
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有 关 的 统计 理论 “. 除 普 通 流体 湛 流 外 ,由 带电 粒子 组 成 的 等 离子 体 中 也 存在 丰富 
的 测 流 现象 ,等 离子 体 较 之 普通 流体 在 物理 上 要 复杂 得 多 ,所 幸 的 是 ,这 样 的 系统 
在 数学 上 反而 更 容易 处 理 . 近 几 十 年 来 人 们 对 汕 流 的 认识 随 着 等 离子 体 物理 学 的 
发 展 不 断 加 深 王 ,然而 对 于 湾流 起 因 问 题 ,特别 是 涨 落 场 能 量 与 粒子 热能 可 比 情况 
下 强 清流 的 起 因 , 迄 今 仍 未 能 做 出 回答 ,以 至 被 视 为 “连续 介质 物理 中 最 后 一 个 尚 
未 解决 的 问题 "“ ,或 “经 典 物 理学 最 后 的 疑 团 ” 

传统 上 应 用 Navier-Stokes 方程 讨论 普通 流体 湾流 ,在 等 离子 体 物 理 领 域 ， 
人 们 也 常用 其 流体 描述 ”表现 淇 流 现象 ,这 方面 有 大 量 数值 模拟 的 例子 . 这 些 模拟 
中 采用 的 方程 是 决定 性 的 ,不 含 随机 项 ,但 包含 非 线 性 . 因此 为 探讨 庙 流 起 因 , 值 得 
深入 研究 与 普通 流体 和 等 离子 体 流体 有 关 的 非 线 性 系统 的 动力 学 . 目前 发 展 得 比 
较 成 熟 的 非 线 性 动力 学 理论 大 多 局 限于 讨论 仅 依赖 于 时 间 的 系统 , 即 所 谓 的 时 序 
系统 的 非 线性 动力 学 . 这 个 理论 特别 着 力 研 究 在 远离 平衡 态 时 系统 表现 出 来 的 各 
种 复杂 非 线 性 现象 和 规律 ,一 个 重要 结论 是 ; 决定 性 的 非 线 性 系统 可 以 出 现 混沌 
运动 “中 .在 流体 和 等 离子 体 灌流 中 物理 量 随 时 间 和 空间 变化 ,这 是 一 种 时 空 混沌 
现象 ,与 一 般 时 序 系统 中 的 混沌 运动 不 同 . 不 过 我 们 不 必 过 分 强调 这 个 差别 ,因为 
非 线 性 相互 作用 将 流体 波动 中 不 同 尺 度 的 运动 连接 起 来 ,人 们 总 可 以 用 制约 各 种 
尺度 运动 的 一 组 常 微分 方程 尽 可 能 精确 地 描述 滑 流 现象 一 .在 本 书 中 将 看 到 ,时 
序 系统 的 非 线性 动力 学 理论 仍然 可 以 成 为 我 们 分 析 非 线性 波 的 动力 学 问题 的 基 
础 , 当 涉及 空间 变量 时 , 非 线性 系统 的 确 会 表现 出 一 些 特有 的 现象 ,不 过 它们 的 动 
力学 并 没有 脱离 现 有 理论 的 框架 . 

本 书 将 尝试 把 时 序 系统 的 非 线 性 动力 学 理论 应 用 到 波动 系统 ,以 讨论 非 线 性 
波 的 动力 学 性 质 . 非 线 性 波 是 一 个 太 大 的 题目 ,全 面 论述 这 个 问题 非 笔 者 力 所 能 
及 .本 书 在 讨论 波动 解 从 有 规 向 混沌 和 应 流转 变 时 ,将 采用 尽 可 能 简化 的 模型 作 分 
BT ,这 些 模型 是 从 实际 物理 系统 引出 的 . 非 线 性 研究 中 已 有 大 量 例证 表明 ,一 些 具 
体 模 型 所 表现 出 来 的 运动 规律 包括 向 混沌 转变 的 途径 ,有 超越 特定 系统 的 共通 意 
义 ,事实 上 ,通过 对 各 种 时 序 非 线性 系统 所 作 的 数值 模拟 和 实验 研究 ,只 找到 少数 
几 条 通 向 混沌 的 途径 . 当然 ,在 波动 系统 中 是 否 同样 如 此 ,有 待 更 多 和 更 深入 的 研 
究 来 证 实 . 

本 书 第 二 章 讨论 波动 的 一 些 基本 概念 ,并 对 线性 波 和 非 线 性 波 的 差别 作 一 些 
初步 唯 象 的 分 析 . 由 于 本 书 中 引用 的 一 些 主要 方程 都 有 等 离子 体 背景 ,在 这 一 章 中 
还 特别 介绍 了 等 离子 体系 统 中 两 个 最 重要 的 线性 波动 模式 ;电子 等 离子 体 波 和 离 
子 声 波 , 以 方便 其 他 专业 领域 的 读者 阅读 后 面 的 有 关 章 节 . 

第 三 章 介 绍 几 个 重要 的 非 线性 波 方 程 ,它们 都 是 从 实际 物理 系统 中 推导 出 来 
的 . 这 一 章 从 描写 普通 流体 浅水 波 的 KdV 方程 开始 讨论 ,不 仅 因 为 这 是 一 个 最 著 
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名 的 非 线性 波动 方程 ,也 因为 有 证 据说 明 这 个 方程 在 物理 上 存在 某 些 缺 陷 , 由 于 这 
个 原因 ,在 本 书后 面 几 章 讨论 非 线 性 波 的 动力 学 时 我 们 没有 选择 KdV 方程 作为 基 
础 来 建立 主要 模型 . 本 书 的 主要 模型 建立 在 非 线 性 漂移 波 基础 之 上 ,这 是 一 种 在 非 
均匀 磁化 等 离子 体 中 传播 的 波 . 本 章 分 别 介 绍 了 非 线 性 漂移 波 在 一 维 、 二 维和 三 维 
空 闻 下 的 几 个 方程 形式 .它们 的 物理 背景 以 及 导出 的 过 程 .我 们 强调 ,尽管 推导 使 
用 了 等 离子 体系 统 , 但 在 一 维 空间 下 得 到 的 非 线性 漂移 波 方程 与 在 中 性 流体 中 作 
为 对 KdV 方程 修正 的 Regularized Long-wave 方程 ( 亦 称 BBM 方程 ) 形 式 完全 相 
同 , 且 在 二 维 空间 下 得 到 的 Hasegawa-Mima 方程 与 旋转 中 性 流体 中 著名 的 Char- 
ney 方程 形式 完全 相同 .因此 ,无 论 对 于 中 性 流体 还 是 等 离子 体 流体 ,这 些 方程 都 
非常 重要 ,值得 我 们 深入 分 析 它 们 的 动力 学 性 质 . 本 章 最 后 介绍 了 著名 的 非 线性 薛 
定 训 方程 ,这 个 方程 因 与 量子 力学 中 其 定 请 方程 形式 相似 而 得 名 ,只 是 前 者 的 “ 势 
阱 ?项 来 源 于 系统 的 非 线性 . 在 本 书 第 八 至 十 章 分 析 一 个 非 线性 波 模 型 的 动力 学 
时 ,读者 将 再 次 看 到 非 线 性 是 怎样 自然 产生 “空间 势 阱 ”效应 的 , 势 阱 的 存在 改变 了 
系统 的 色散 行为 ,在 非 线 性 波 演化 中 起 着 重要 作用 . 

非 线性 波 由 偏 微分 方程 描述 ,而 它 的 无 穷 多 模式 满足 一 组 耦合 常 徽 分 方程 , 它 
们 构成 了 一 个 非 线性 时 序 系统 . 从 第 四 章 开 始 特 尽 了 两 章 的 篇 幅 简 要 介绍 时 序 系 
统 的 非 线 性 动力 学 理论 ,为 讨论 波动 问题 的 需要 ,我 们 将 侧重 点 放 在 与 复 空间 模式 
有 关 的 非 线 性 系统 的 演化 规律 上 . 

第 四 章 讨论 保守 的 哈密 顿 系 统 . 首先 是 可 积 系统 ,一 个 重要 结论 是 它 的 运动 流 
形 有 环形 拓扑 ;其 次 ,讨论 在 受到 不 可 积 扰动 时 哈密 顿 系统 的 动力 学 行为 ,介绍 了 
著名 的 KAM 定理 和 Poincaré-Birkhoff 定理 ,前 者 告诉 我 们 在 受到 不 可 积 扰动 时 ， 
哪些 拓扑 环 将 首先 被 破坏 以 及 在 什么 条 件 下 它们 还 能 保持 环形 结构 ,后 者 告诉 我 
们 在 拓扑 环 被 破坏 以 后 运动 流 形 在 相 空 间 中 将 有 怎样 的 结构 .本 书 的 重点 不 在 哈 
密 顿 系统 ,不 过 了 解 这 些 理论 对 理解 非 线性 波 的 动力 学 行为 十 分 重要 . 在 第 六 章 以 
后 我 们 将 看 到 ,不仅 一 些 由 可 积 哈密 顿 函 数 描写 的 简单 波 - 波 相互 作用 系统 的 运动 
流 形 是 拓扑 环 ,那些 在 无 穷 维 相 空间 中 运动 的 非 线性 波 , 包 括 有 驱动 和 耗 散 时 ,只 
要 波动 是 空间 有 规 的 ,它们 的 运动 流 形 也 有 环形 拓扑 ,这 些 拓扑 环 在 什么 条 件 下 会 
被 破坏 以 及 可 能 以 怎样 的 方式 被 破坏 都 是 讨论 非 线性 波 的 动力 学 的 重要 课题 . 

第 五 章 介绍 有 耗 散 的 时 序 系统 的 非 线性 动力 学 理论 ,侧重 点 仍 在 复 振子 系统 . 
耗 散 系统 有 别 于 保守 哈密 顿 系统 的 一 个 最 显著 特点 是 其 运动 轨道 在 相 空 间 中 存在 
吸引 子 , 非 线 性 动力 学 关心 的 重要 问题 之 一 是 在 临界 参数 下 吸引 子 流 形 出 现 的 拓 
扑 改 变 亦 即 分 岔 现象, 以 及 通过 分 岔 向 混沌 转变 的 途径 . 分 岔 现象 大 体 可 划分 为 两 
KE: 局 域 分 沼 和 全 局 分 岔 . 在 局 域 分 岔 方面 ,重点 介绍 了 鞍 结 点 分 贫 和 Hopf 分 
T ,它们 多 半 也 是 波动 系统 中 两 种 最 重要 的 局 域 分 岔 现象 . Ad BEB RAZ lal 
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中 大 尺度 结构 的 突变 现象 ,在 第 十 章 中 通过 一 个 实例 我 们 将 看 到 波动 状态 回 强 市 
流 的 转变 就 属于 整个 吸引 子 出 现 突 变 的 全 局 分 贫 现 象 . 非 线性 动力 学 关心 的 另 一 
个 重要 问题 是 振子 间 的 合作 运动 ,如 锁 相 以 及 各 种 相同 步行 为 等 ,本 章 介绍 了 这 方 
面 的 研究 结果 . 这 些 现象 在 波动 系统 中 也 常见 ,在 第 九 章 和 第 十 章 中 我 们 在 随 波 坐 
标 系 中 把 所 讨论 的 非 线性 波 化 作 在 势 阱 中 运动 的 一 组 耦合 振子 ,由 此 观察 到 这 些 
振子 可 调节 到 不 同类 型 的 相同 步 状态 ,它们 导致 波动 有 不 同 的 整体 表现 . 

第 六 章 讨 论 波 - 波 相互 作用 ,这 是 波动 模式 之 间 耦 合 运动 的 基本 过 程 , 仍 属于 
时 序 系 统 问 题 . 为 探索 这 类 系统 的 运动 从 有 规 向 混沌 转变 的 规律 ,分 析 了 几 个 模型 
的 动力 学 性 质 ,这 些 模型 是 从 不 同形 式 的 非 线性 漂移 波 方程 作 简 化 和 模式 截断 后 
得 到 的 , 在 最 简单 的 情形 下 , 涨 落 电 场 3 个 模式 的 耦合 运动 可 由 可 积 哈密 顿 系 统 描 
述 ,它们 的 轨道 被 约束 在 一 个 拓扑 环 上 ,在 引入 耗 散 并 考虑 到 涨 落 电场 与 沿 磁力 线 
传播 的 离子 声波 的 看 合 时 ,我 们 可 观察 到 三 波 系 统 的 运动 遵循 典型 的 Ruelle- 
Takens 途径 向 混沌 转变 . 在 这 两 个 极端 情形 之 间 ,本章 还 建立 了 另外 2 个 模型 分 
别 讨 论 了 与 离子 声波 耦合 引起 的 拓扑 环 共振 破坏 以 及 耗 散 引 起 的 Hopf r 4 9X 
象 ,目的 是 认识 不 同 物理 因素 对 系统 动力 学 的 影响 .本章 最 后 扼要 介绍 了 将 空间 效 
应 引 人 波 - 波 相 互 作用 的 一 个 模型 ,这 方面 努力 的 日 的 是 试图 解释 湾流 运动 中 一 个 
极为 重要 的 现象 : 能 量 向 小 波 数 模式 的 级 联 . 

波 - 波 相互 作用 模型 有 很 大 的 局 限 性 ,要 想 真正 认识 像 能 量 级 联 这 类 强 洪流 或 
所 谓 充分 发 展 的 汕 流 中 的 特有 现象 ,必须 讨论 由 非 线 性 波 方程 描写 的 系统 ,这 在 本 
书 的 第 七 章 以 后 进行 . 

第 七 章 从 斑 图 选择 现象 开始 讨论 ,利用 反应 扩散 方程 分 析 一 个 化 学 系统 的 均 
名 态 为 什么 会 失去 稳定 性 ,自发 地 产生 空间 结构 . 讨论 这 一 模型 对 波动 系统 的 意义 
在 于 ,在 随 波 坐 标 系 中 观察 ,稳定 的 定 态 波 解 实际 上 就 是 空间 均匀 态 出 现 对 称 破 缺 
后 的 一 种 斑 图 选择 . 迄今 为 止 ,只 有 少数 非 线 性 波 方程 能 找到 漂亮 的 解析 解 ,寻找 
形态 复杂 的 波动 解 通常 需要 求助 计算 机 . 本 章 先 给 出 保守 波动 系统 解析 解 的 例子 ， 
分 析 它 们 的 轨道 在 相 空 间 中 的 行为 ,然后 介绍 了 所 谓 的 约 化 扰动 方法 ,利用 这 个 方 
法 可 以 把 由 流体 力学 或 磁 流 体力 学 方程 组 描写 的 复杂 系统 约 简 到 低 维 空间 的 波动 
方程 ,以 便于 寻找 系统 的 相干 波动 解 .一 个 波动 方程 存在 形状 和 速度 都 不 随时 间 改 
变 的 相干 波动 解 并 不 意味 这 些 解 在 扰动 下 是 稳定 的 ,一 般 认 为 微分 方程 解 的 稳定 
性 与 方程 是 否 可 积 有 关 . 判断 微分 方程 可 积 与 否 常 利 用 所 谓 的 Painleve 判 据 ,方法 
是 分 析 方 程 在 复 平面 上 奇 点 (在 偏 微 分 方程 的 情况 下 则 是 奇异 流 形 ) 的 性 质 ,本 章 
简要 介绍 了 这 一 方法 并 据 此 解释 了 两 个 漂移 波 孤 立 子 碰撞 时 的 非 弹性 性 质 . 本 章 
的 后 一 部 分 讨论 非 保守 的 非 线性 波 ,重点 介绍 了 有 驱动 和 耗 散 的 一 维 非 线性 漂移 
波 模型 的 数值 模拟 结果 ,发 现 那些 (稳定 和 不 稳定 的 ) 定 态 波 解 在 参数 空间 高 度 有 
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只 ,特别 是 在 一 些 参数 区 中 观察 到 了 定 态 波 解 的 能 量 形成 滞后 曲线 . — 1 51 AD 
es dE TRIE UC 7 FP BL Dit ft 90] BS Bic DX. 55 xg AS C A tH BL i BY BK 
高 度 相 关 , 这 为 后 面 几 章 利 用 这 个 模型 分 析 波 动 从 空间 有 规 态 向 庙 流 态 转变 的 机 
制 提供 了 十 分 重要 的 线索 . 

第 八 章 利用 非 线性 漂移 波 模型 分 析 定 态 波 解 的 失 稳 机 制 , 注意 到 任何 定 态 波 
解 在 随 波 坐标 系 中 都 是 模式 相 空 间 中 的 一 个 ( 非 平凡 的 ) 不 动 点 ,讨论 它 的 稳定 性 
问题 因此 等 价 于 讨论 这 个 不 动 点 对 扰动 的 线性 响应 ,由 此 可 建立 起 系统 的 非 线 性 
色散 关系 . 对 不 动 点 的 线性 扰动 有 与 系统 自由 度数 目 相同 的 独立 复方 向 ,它们 由 一 
组 准 模 描述 . 利用 这 个 非 线 性 色散 关系 计算 扰动 模式 的 本 征 值 和 本 征 矢量 随 参数 
改变 的 结果 表明 ,一 个 定 态 波 解 典型 地 可 通过 特征 准 模 的 鞍 结 点 分 岔 或 Hopf 分 
贫 失 稳 , 并 且 不 稳定 性 的 发 生 与 它们 的 本 征 值 和 本 征 矢 量 在 参数 空间 出 现 奇异 性 
有 关 . 从 本 章 分 析 得 到 的 一 个 重要 结果 是 ,位 于 波 能 滞后 曲线 的 负 斜 率 分 支 上 的 定 
态 波 解 是 鞍 结 点 不 稳定 的 ,在 随 波 坐 标 系 中 它们 都 是 相 空间 中 的 吉 点 .结合 土 一 章 
找到 的 非 线性 漂移 波 的 湾流 解 与 其 定 态 波 能 灌 后 现象 出 现 的 参数 区 相关 这 一 事 
实 , 鞍 点 在 波动 状态 向 潮流 的 转变 中 可 能 起 到 的 重要 作用 开始 浮 出 水 面 . 

第 九 章 讨论 与 局 域 分 倪 相 关 的 弱 沸 现 象 ,发 现 定 态 波 解 作为 在 随 波 坐 标 系 中 
的 一 个 相 空 间 不 动 点 可 通过 一 系列 Hopf 分 倪 转 变 为 高 维 拓扑 环 . 当 拓扑 环 随 参 
数 改变 发 展 出 奇 点 时 ,轨道 有 机 会 穿 过 拓扑 奇 点 在 相 空 间 更 大 范围 内 游 走 ,引起 波 
动能 量 出 现 阵 发 . 这 些 结果 是 将 可 观察 的 波动 解 展开 为 傅 里 叶 模 式 并 考虑 了 坐标 
系 运动 带 来 的 多 普 勒 效应 后 得 到 的 . 本 章 后 半 部 分 换 了 一 个 视角 观察 非 线 性 波动 ， 
如 前 面 提 到 的 ,将 可 观察 的 波动 解 看 做 为 一 个 在 ( 蒜 型 不 稳定 ) 定 态 波 解 提供 的 空 
间 势 阱 中 运动 的 耦合 振子 系统 ,制约 这 些 振子 运动 的 是 一 组 耦合 非 线性 常 微分 方 
程 ,它们 需要 与 定 态 波 解 的 模式 方程 联 立 求解 . 研究 表明 ,与 那些 轨道 约束 在 拓扑 
环 上 的 空间 有 规 波 动 相对 应 ,这 些 耦 合 振子 之 间 总 是 维持 着 完美 的 泛 函 相同 步 . 

第 十 章 在 分 析 强 溃 动 力学 时 仍 采用 这 一 视角 ,在 随 波 坐 标 系 中 将 实现 了 的 波 
动 解 看 做 是 在 鞍 型 定 态 波动 解 这 一 类 特殊 空间 势 阱 中 耦合 振子 的 运动 . 这 些 振子 
作为 系统 中 的 活跃 模式 , 既 受 到 鞍 型 势 阱 的 散射 ,又 因 其 自身 的 非 线性 而 相互 耦 
合 ,数值 模拟 漂移 波 模型 揭示 的 运动 向 强 滑 状 态 突变 以 及 突变 后 的 许多 现象 都 能 
在 这 个 图 像 下 得 到 满意 的 解释 . 本 章 重点 分 析 了 向 强 满 流 转变 的 动力 学 机 制 ,结果 
表明 ,向 强 测 的 转变 在 动力 学 上 属于 一 种 与 鞍点 有 关 的 激 变 或 全 局 分 岔 现 象 : 在 
BUGASHM ME SPER ee I S ARE TAUTA M TEE 
虚 波 形 的 实现 可 称 为 “ 斑 图 共振 ”, 它 本 质 上 是 一 种 非 线 性 频率 或 相 速度 的 共振 , 共 
振 触 发 了 吸引 子 的 激 变 . 车 在 随 波 坐 标 系 中 观察 , 斑 图 共振 就 表现 为 相 空 Te" 
吸引 子 与 鞍点 的 碰撞 . 吸引 子 轨 道 与 鞍点 的 碰撞 还 诱发 了 最 长 波 的 主 模式 相对 于 
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鞍 型 势 阱 的 运动 出 现 束 缚 -自由 转变 以 及 统计 意义 上 的 对 称 性 突变 ,只 有 在 继 发 的 
这 个 临界 转变 后 波动 能 量 才 逐渐 级 联 到 小 尺度 模式 ,导致 系统 进 和 人 强 消 状态 . 本 章 
最 后 分 析 了 在 强 满 吸引 子 上 的 动力 学 , 强 油 的 时 空 演化 表面 上 有 很 强 的 随机 特点 ， 
实际 上 却 可 以 说 明 它 是 一 种 特殊 的 相同 步 状 态 ,在 这 个 状态 下 , 鞍 型 势 阱 中 的 若干 
长 波 振子 阵 发 地 调节 到 非 完美 相 同步 ,这 是 一 种 时 间 和 空间 上 的 同步 ,可 使 波动 能 
量 在 同步 的 瞬间 达到 其 他 任何 动力 学 状态 都 不 能 达到 的 高 度 . 

本 书 讨论 的 方程 多 是 从 等 离子 体系 统 中 推导 出 来 的 ,等 离子 体 是 不 同 于 固态 、 
液态 和 气态 的 一 种 物质 聚集 状态 . 一 个 原来 由 中 性 粒子 组 成 的 体系 ,如 果 温 度 
升 得 足够 高 (如 10 7C 以 上 ) ,一 些 处 在 束缚 态 的 电子 开始 被 电离 ,产生 大 量 带 负 电 
荷 的 “自由 "电子 ,并 剩 下 同样 数量 的 带 正 电 的 离子 ,这 就 形成 了 等 离子 体 . 等 离子 
体 是 一 个 宏观 上 处 于 电 中 性 状态 的 体系 ,宇宙 中 绝 大 部 分 物质 处 于 等 离子 体 状 态 ， 
如 大 气 层 外 包围 地 球 的 电离 层 、 太 阳 风 (它们 是 太阳 泡 斑 爆发 产生 并 沿 磁 力 线 飞 向 
地 球 的 带电 粒子 流 )、 恒 星 和 星际 空间 物质 等 ,在 我 们 周围 则 有 如 闪电 、 极 光 等 天 然 
等 离子 体 . 受 控 核 聚变 等 实验 室 等 离子 体 以 及 等 离子 体 电 视 等 工业 生产 中 的 等 离 
子 体 . 

等 离子 体 中 电子 已 脱离 了 束缚 态 ,离子 也 可 以 相对 自由 地 运动 ,这 使 得 等 离子 
体 拥有 了 既 不 同 于 由 中 性 粒子 组 成 的 流体 也 不 同 于 固体 的 某 些 特殊 性 质 . 假设 等 
离子 体 完 全 电离 , 且 初 始 时 离子 和 电子 处 于 电荷 平衡 态 ,空间 中 任何 一 点 都 是 电 中 
性 的 ,这 时 如 果 因 为 扰动 某 个 离子 离开 了 其 平衡 位 置 ,在 它 的 周围 就 会 产生 库仑 电 
场 ; 电 子 的 质量 远 轻 于 离子 ,它们 对 这 个 库仑 电场 迅速 响应 ,聚集 到 离子 周围 ,对 电 
场 起 到 一 定 的 屏蔽 作用 . 因此 ,在 等 离子 体 中 出 现 的 扰动 电势 是 受到 屏蔽 的 库仑 
势 . 对 于 电子 密度 为 n ,温度 为 T. 的 等 离子 体 , 研 究 表明 ,屏蔽 的 特征 斥 度 是 德 拜 
(Debye) 长 度 


Ap = (kT./Ann.e’ 2? ， (1-1) 
式 中 使 用 高 斯 单位 ,& REDE KR KB (Boltzmann) 常数 ,e 是 电子 电荷 量 . 将 等 离子 体 
中 一 个 以 离子 为 中 心 . 以 德 拜 长 度 Ao 为 半径 的 球形 空间 称 为 德 拜 球 , 电 势 从 中 心 
下 降 的 速度 要 远 快 于 未 受 屏 藏 的 真空 势 , 在 德 拜 球 边 缘 上 电势 已 下 降 到 其 真空 电 
势 的 约 1/e, 这 里 e 是 自然 对 数 . 
德 拜 长 度 是 等 离子 体 一 个 基本 的 特征 空间 尺度 .我 们 可 粗略 地 认为 ,等 离子 体 
由 许多 德 拜 球 组 成 ,在 分 析 等 离子 体 中 的 物理 过 程 时 ,要 将 问题 的 特征 空间 尺度 与 
系统 的 德 拜 长 度 做 比较 ,如 果 问 题 的 特征 尺度 远 小 于 德 拜 长 度 .那么 所 讨论 的 物理 
过 程 主要 发 生 在 德 拜 球 内 ,在 这 种 情况 下 每 个 带电 粒子 都 较 强烈 地 感受 到 其 他 带 
电 粒 子 的 库仑 势 , 因 此 需要 考虑 二 体 库仑 碰撞 等 单 粒 子 过 程 ; 如 果 大 于 德 拜 长 度 ， 
可 以 认为 带电 粒子 所 感受 到 的 是 一 些 屏 项 了 的 库仑 势 , 在 这 种 情况 下 , 单 粒子 效应 
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不 再 重要 ,而 那些 大 量 带电 粒子 参与 的 集体 相互 作用 ,例如 波动 , 才 是 需要 重视 的 
物理 过 程 . 

当 等 离子 体 中 存在 磁场 (如 外 磁场 .外 电流 磁场 或 电磁 扰动 ) 时 ,带电 粒子 还 会 
受到 洛 伦 兹 (Lorentz) 力 的 作用 . 电场 力 和 磁场 力 具 有 长 程 性 质 , 等 离子 体 在 受到 
扰动 时 所 产生 的 静电 力 或 电磁 力 总 是 力图 将 系统 恢复 到 平衡 状态 ,它们 是 维系 等 
离子 体 中 集体 相互 作用 的 重要 作用 力 . 对 于 高 温 等 离子 体 中 的 集体 相互 作用 ,还 需 
要 考虑 热 压力 , 它 与 静电 力 和 电磁 力 相 竞争 ,抵抗 向 平衡 态 的 恢复 过 程 . 与 这 些 作 
用 力 相 比 , 重 力 在 讨论 等 离子 体 中 集体 相互 作用 时 常常 可 以 被 忽略 . 

描写 等 离子 体 的 理论 大 体 可 分 为 单 粒 子 轨道 理论 .等 离子 体 的 流体 理论 和 统 
TEBUE UU. 单 粒子 轨道 理论 给 出 单个 带电 粒子 在 外 场 作用 下 的 运动 轨道 ,如 围绕 磁 
力 线 的 回旋 运动 ,横越 磁力 线 的 漂移 运动 等 ,这 一 理论 适用 于 集体 运动 不 重要 的 稀 
薄 等 离子 体 . 在 德 拜 球 半径 远 小 于 系统 宏观 尺度 的 稠密 等 离子 体 中 ,集体 运动 变 得 
重要 , 常 利 用 流体 或 磁 流 体 理论 描写 . 最 简单 的 模型 是 把 等 离子 体 看 做 是 由 中 性 流 
体 元 组 成 的 体系 ,每 个 流体 元 具有 一 定 的 密度 o(x, BE vt) RE T, t) AE 
力 p(x,t) ,其 中 x 为 三 维 空间 坐标 ,它们 的 运动 由 流体 力学 方程 组 描写 ,包括 连续 
性 方程 .运动 方程 和 状态 方程 (或 能 量 方程 ). 不 过 在 多 数 情况 下 需要 将 等 离子 体 看 
做 是 由 电子 流体 和 离子 流体 组 成 的 准 中 性 体系 ,假设 电子 和 离子 流体 元 分 别 具 有 
各 自 的 密度 .速度 .温度 和 压力 ,这 些 带 电 粒 子 流 的 运动 受制 于 场 的 状态 ,而 流 的 状 
态 变 化 又 反 过 来 引起 场 的 改变 ,因此 原则 上 需要 联 立 求解 制约 离子 流 .电子 流 运 动 
的 流体 力学 方程 组 和 制约 电场 ,磁场 运动 的 麦克 斯 韦 方 程 组 . 本 书 第 三 章 推导 某 些 
非 线 性 波 方程 时 就 对 等 离子 体 采 用 了 流体 描述 . 此 外 ,等 离子 体 还 可 以 用 统计 物理 
的 方法 描写 ,有 关 理 论 称 为 等 离子 体 动 理学 (kinetic theory, 也 有 译 做 动力 论 ) , 它 
讨论 在 六 维 相 空间 (坐标 空间 三 维和 速度 空间 三 维 ) 中 等 离子 体 电 子 和 离子 的 分 布 
函数 /.;(x,v,t) 的 演化 ,如 在 无 碰撞 稀薄 等 离子 体 情况 下 求解 分 布 函数 f(x,v,1) 
和 f(x,v, 四 分 别 满足 的 弗 拉 索 夫 (Vlasov) 方 程 ,用 以 分 析 等 离子 体 的 微观 运动 . 

需要 强调 的 是 ,无 论 是 采用 等 离子 体 的 流体 模型 还 是 统计 模型 ,在 涉及 其 中 的 
电场 或 磁场 时 ,都 应 该 是 自 洽 场 .所 谓 “ 自 洽 ”, 指 的 是 这 些 场 的 变化 与 带电 粒子 的 
运动 是 相互 影响 的 ,带电 粒子 在 场 的 作用 下 运动 ,运动 的 结果 又 改变 了 场 的 分 布 ， 
上 面 提 到 ,在 等 离子 体 的 流体 描述 中 ,电子 流 与 离子 流 的 运动 通过 由 麦克 斯 韦 方程 
组 描述 的 场 相互 耦合 . 同样 ,在 对 等 离子 体 作 统 计 描 述 时 ,出 现在 Vlasov 方程 中 的 
电场 和 磁场 也 都 是 自治 场 ,在 用 Vlasov 方程 积分 出 带电 粒子 密度 等 宏观 参量 的 轨 
道 运动 后 ,需要 与 场 方 程 联 立 求解 ,问题 才能 封闭 . 在 普通 中 性 流体 中 不 存在 这 个 
问题 ,流体 力学 方程 组 本 身 就 能 封闭 求解 . 

等 离子 体 中 各 种 物理 过 程 的 时 间 尺 度 从 快 到 慢 ,跨越 很 大 的 参数 范围 ,在 分 析 
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其 中 的 物理 过 程 时 把 握 问题 的 特征 时 间 斥 度 也 十 分 重要 . 由 于 电子 和 离子 巨大 的 
质量 差异 ,它们 对 电磁 场 变化 响应 的 特征 时 间 尺 度 相 距 黄 远 ,在 处 理 不 同 物 理 问 题 
时 , 常 可 利用 这 一 事实 对 离子 或 电子 运动 做 恰当 的 近似 处 理 . 例如 ,对 离子 来 不 及 
响应 的 快 时 间 尺 度 问 题 ,可 只 讨论 电子 的 运动 ,认为 离子 静止 并 为 电子 运动 提供 了 
准 中 性 化 的 背景 ;如 果 要 讨论 离子 的 运动 , 则 必须 将 电子 的 运动 包括 进去 ,因为 在 
离子 运动 状态 改变 的 时 间 尺 度 上 电子 对 ( 因 离 子 运 动 造成 的 ) 场 的 改变 完全 来 得 及 
响应 , 在 等 离子 体 流 体 描述 下 讨论 静电 扰动 问题 时 ,作为 一 种 粗糙 的 近似 , 常 假设 
电子 密度 分 布 对 场 的 改变 即时 响应 ,以 避免 求解 电子 流 的 演化 方程 ,在 第 三 章 一 些 
方程 的 推导 中 对 电子 运动 就 做 了 这 样 的 绝热 近似 处 理 . 

几 十 年 来 ,在 利用 等 离子 体 理论 认识 淇 流 现象 方面 人 们 作出 了 许多 努力 ,例如 
在 等 离子 体 动 理学 描述 的 基础 上 建立 了 满 流 的 准 线性 理论 , 它 可 以 解释 等 离子 体 
中 的 许多 非 线性 现象 ,但 该 理论 只 有 在 等 离子 体 适 于 用 动 理 学 描述 时 才能 应 
FU) 还 有 一 些 工作 试图 在 等 离子 体 的 流体 描述 下 讨论 清流 问题 ,遗憾 的 是 ,在 具 
体 分 析 均 匀 满 流 时 却 似乎 找 不 到 小 参量 以 应 用 微 扰 论 ., 在 这 种 情况 下 ,一些 人 把 目 
光 转 向 建立 在 淇 流 状态 下 大 量 相互 作用 模式 上 的 统计 力学 . 尽管 如 此 ,用 流体 途径 
研究 满 流 问 题 仍 有 很 大 的 吸引 力 ,因为 它 有 望 为 普通 流体 和 等 离子 体 建立 起 统一 
fy ini vi 91e A. 

与 此 同时 , 随 着 非 线性 动力 学 的 发 展 ,关于 混沌 的 研究 取得 了 重大 突破 ,一 些 
不 含 随机 项 的 非 线 性 映射 和 和 常 微分 模型 ,不仅 显示 了 混沌 运动 ,而 且 它 们 遵循 着 向 
混沌 转变 的 一 些 共同 途径 529. 这 些 结果 极 大 地 鼓舞 了 人 们 认识 灌流 的 信心 ,很 有 
可 能 , 满 流 并 不 是 一 个 完全 随机 的 运动 ,它们 在 动力 学 上 也 是 有 规 可 循 的 . 

综合 以 上 考虑 ,本 书 把 (等 离子 体 ) 满 流 看 做 是 在 流体 力学 层次 上 远离 平衡 态 
的 非 线性 动力 学 现象 . 按照 这 一 观点 ,分 析 洞 流 问 题 就 需要 两 方面 的 基础 知识 ;一 
是 等 离子 体 物 理 ,主要 是 它 的 流体 描述 ;一 是 非 线 性 动力 学 理论 . 如 何 将 这 两 条 主 
线 在 书 中 有 机 地 摊 合 起 来 ,的 确 颇 费 思量 , 现 有 的 版 本 也 难 尽 如 人 意 . 好 在 按照 这 
个 思路 得 出 的 研究 结果 是 乐观 的 ,在 分 析 定 态 波 解 的 失 稳 机 制 时 , 微 扰 论 还 能 发 挥 
作用 ,数值 模拟 观察 到 的 弱 满 和 强 湛 的 不 少 复杂 现象 也 能 在 非 线 性 动力 学 的 理论 
框架 下 得 到 满意 解释 . 书 中 讨论 的 运动 向 混沌 和 满 流 转变 的 机 制 所 采用 的 主要 模 
型 都 来 源 于 流体 和 等 离子 体 实际 问题 ,有 理由 期 望 所 寻找 到 的 一 些 动 力学 机 制 能 
够 反映 物理 实际 , 希 费 本 书 这 一 初步 尝试 能 够 为 讨论 更 复杂 的 浇 流 现象 提供 一 些 
参考 . 
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实际 系统 中 的 波动 一 般 都 是 非 线性 的 ,线性 波 是 在 波动 振幅 不 是 很 大 时 对 波 
动 的 一 个 近似 . 认识 波动 现象 ,要 从 线性 波 开始 . 本 章 将 扼要 介绍 有 关 波 动 的 一 些 
基本 概念 ,在 很 多 专著 中 对 此 都 有 详细 和 深入 的 讨论 . 重 温 这 些 概念 对 于 讨论 非 线 
性 波 是 非常 必要 的 ,然而 需要 注意 的 是 ,它们 有 一 些 是 在 线性 波 基 础 上 提出 的 ,在 
试图 将 它们 应 用 到 非 线 性 波 之 前 ,有 必要 对 这 些 概 念 重 新 审视 . 

在 波动 振幅 足够 大 时 ,波动 的 非 线 性 不 再 能 被 忽略 , 从 动力 学 上 来 说 , 非 线性 
波 与 线性 波 最 主要 的 区 别 在 于 非 线性 波 的 各 个 模式 运动 不 是 独立 的 ,它们 之 间 存 
在 所 谓 的 “ 模 - 模 兢 合 "(mode-mode coupling) ,这 使 得 非 线性 波 在 传播 中 表现 出 许 
多 不 同 于 线性 波 的 特点 . 建立 起 非 线 性 波 的 正确 图 像 ,对 于 进一步 分 析 它 的 动力 学 
机 制 非常 重要 . 

本 书 重点 讨论 的 非 线 性 波 方程 都 有 流体 和 等 离子 体 的 背景 ,因此 本 章 还 将 用 
一 定 的 篇 幅 介绍 等 离子 体 中 两 个 重要 的 线性 波动 模式 一 一 电子 等 离子 体 波 和 离子 
声波 ,在 第 三 章 中 推导 几 个 非 线 性 波 方程 时 要 用 到 这 些 概念 ， 
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2.1.1 线性 波动 方程 


光 在 真空 中 传播 是 典型 的 波动 现象 ,光波 电场 矢量 的 幅度 $Cx,t) 演 化 服从 下 
面 的 方程 


2 
at e Vid = 0. (2-1) 


这 里 c 是 真空 中 的 光速 .在 一 维 空间 下 方程 (2-1) 有 形式 
9$ 2 oy 一 0 
at? Ox’ 

上 述 方程 关于 宗 量 &%%z,o 是 线性 的 ,它们 是 线性 波动 方程 . 方程 (2-2) 可 以 等 价 地 

写 做 下 面 两 个 方程 


, (2-2) 


9$ |,0$ o, 0$ .as 


at Ox ' at Ox 
这 两 个 方程 关于 时 间 t AO SR BFR 6 D ELE cc 和 一 x 方向 
传播 的 两 个 分 支 解 . 除 光波 外 ,还 有 一 些 波 动 现象 满足 的 方程 关于 时 间 t 也 有 二 阶 


0, (2-3) 
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导数 ,形式 与 方程 (2-1) 或 (2-2) 类 似 . 如 声波 ,在 空间 一 维 情况 下 它 也 允许 有 向 前 
和 向 后 传播 的 两 个 分 支 解 . 
男 外 一 类 线性 波动 与 光波 或 声波 不 同 , 它 们 只 能 单 向 地 传播 . 例如 ,由 于 介质 
的 某 种 不 均匀 性 ,系统 的 自由 能 所 驱动 的 线性 波 存 在 一 个 优先 方向 ,波动 只 能 沿 着 
这 个 方向 传播 ,逆向 传播 被 禁止 .本 书后 面 所 述 的 中 性 流体 中 的 浅水 波 Cshallow- 
water wave) 和 等 离子 体 中 的 漂移 波 (driftrwave) 在 线性 近似 下 都 属于 这 一 类 . 如 
果 和 忽略 其 他 效应 ,只 考虑 波 的 传播 运动 ,在 一 维 空间 系统 中 描写 这 一 类 波动 的 演化 
方程 有 下 面 的 形式 
9f +a — o. (2-4) 
方程 中 关于 时 间 : 的 导数 是 一 阶 的 ,wx 是 波 传播 的 速度 ,x>0(<0) 时 波动 沿 
十 x( 一 xX) 方向 单 向 传播 . 
一 般 地 .一 维 空间 系统 中 的 线性 波动 可 由 下 面 的 偏 微 分 方程 描写 
LG. PoP, Pu Pir Patt) — 0, (2-5) 
这 里 ,二 是 关于 $ 的 线性 函数 ,下 标 t,x AY Bll Be AB AT AY 8] A6 b cR AS RE AE bs ro 的 偏 
导数 . 如 果 在 介质 中 传播 的 波 可 以 由 线性 波动 方程 描写 ,这 个 介质 被 称 为 线性 介 
质 .在 本 书 中 , 除 特殊 说 明 外 ,波动 方程 的 各 项 系数 都 假设 为 常数 ,与 空间 和 时 间 坐 
标 无 关 . 
讨论 波动 问题 时 ,无 论 是 线性 波 还 是 非 线 性 波 , 常 采用 模式 这 个 概念 , 它 是 具 
有 特定 波 矢量 的 波 ,k 指向 波 传播 的 方向 ,大 小 为 波 数 &(R 一 2r/hx ,其 中 A ER 
式 的 波长 ). 对 有 限 空间 中 一 个 具有 周期 边界 的 系统 , 波 数 & 只 能 取 分 立 值 . 例如 党 
KEW L 的 星球 赤道 传播 的 波 , 除 波长 为 L, 的 基 波 外 ,波长 为 L./n 的 分 波 也 可 
以 在 系统 中 传播 ,因此 波 数 可 能 取 值 为 ,二 2xn/L,, 这 里 n 二 1,2,…. RREA 
穷 边 界 时 ,各 种 波长 的 波 都 允许 在 其 中 传播 , 谱 函 数 关于 波 数 是 连续 的 . 


2.1.2 简 谐 波 和 线性 色散 关系 


线性 波动 方程 有 简 谐 波形 式 的 解 
$. c0 = Byler’, (2-6) 
它 的 实 部 是 物理 上 可 测量 的 量 . 上 式 中 振幅 D. 一 般 可 以 是 复数 , 即 允许 简 谐 波 有 
一 个 位 相 , 写 做 加 (x, 站 二 1B Len mm? Lux HZ AW 0, = arctan (Im®, /Re®, ). 将 
式 (2-6) 的 一 维 空间 形式 代入 方程 (2-5), 约 简 后 可 找到 wi Gk 之 间 必 须 满足 的 关 
RA 
LO, — ie ths — wi, — Re = 0, (2-7) 
这 相当 于 对 偏 微分 方程 (2-5) 作 了 从 空间 和 时 间 导 数 到 波 矢 量 和 频率 的 如 下 代 换 : 
Ə/Əx—>ik #1 3/Ət >— ior. 由 式 (2-7) 可 解 出 we EH k BY PRK 
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ay = wlk), (2-8) 
它 就 是 系统 (2-5) 的 线性 色散 关系 ,只 有 满足 该 色散 关系 的 简 谐 波 模式 才能 在 系统 
(2-5) 中 传播 . 

如 果 从 色散 关系 得 到 的 解 mw (4) 为 实数 , 它 给 出 的 就 是 波 数 为 下 的 模式 加 的 
振动 频率 . 在 这 种 情形 下 模式 的 幅度 在 传播 中 不 变 , 大 小 没有 任何 限制 ,只 要 满足 
相应 的 色散 关系 ,即使 振幅 无 穷 大 ,理论 上 也 允许 在 介质 中 传播 . 

如 果 有 能 量 流入 或 流出 系统 ,从 色散 关系 得 到 的 w (*) 将 是 一 个 复数 , 记 做 
on =o Tr VY. SEP ot My. 都 是 实数 .此 时 表达 式 (2-6) 的 一 维 形式 变 为 

Bix,t) = d, (eret un, (2-9) 
这 里 dp, CO) SE :一 0 时 模式 的 复 振幅 . 这 样 ,在 空间 任 一 点 观察 频率 为 wi 的 振荡 ,其 
振荡 包 络 将 按 指数 y, 随时 间 改 变 ,在 y, 0 时 包 络 幅度 指数 衰减 ,办 盖 0 时 指数 增 
K. 特别 地 ,如果 频率 wi->0, 央 的 时 间 演 化 部 分 将 单调 地 增长 或 训 减 ,不 再 有 振荡 
出 现 . 

需要 注意 的 是 ,只 有 实数 的 波动 解 才 在 物理 上 有 意义 ,在 采用 复 模式 表达 时 ， 
原则 上 应 该 将 平面 简 谐 波 解 写成 下 面 的 形式 


$, (rst) = D, ern + C. C. s (2-10) 
这 里 c. c. RHR. 当然 也 可 以 直接 假设 模式 有 实数 的 形式 ,如 
$, Cr, = A,cos(CEr — wt +e), (2-11) 


这 里 A ,6 分 别 是 实 振幅 和 位 相 . A F R PE SE 80173 RK 0.708 LE 
形式 [如 式 (2-6)] 还 是 实数 形式 [如 一 维 空间 下 的 式 (2-10) 或 (2-11)], 所 得 到 的 色 
散 关系 完全 一 样 . 模式 的 位 相 也 无 关 紧 要 ,不 影响 结果 的 色散 关系 . 非 线性 波 则 不 
Fl ,在 做 模式 展开 时 ,是 将 它们 假设 为 实数 形式 还 是 复数 形式 ,每 个 模式 是 否 允 许 
有 可 随时 间 变 化 的 位 相 , 这 些 都 会 对 波 的 动力 学 有 重要 影响 ,在 第 十 章 中 将 结合 实 
例 对 此 作 进一步 分 析 . 
线性 波动 方程 的 解 具 有 可 加 性 ,这 是 说 ,如 果 一 个 系统 有 两 个 简 谐 波 解 ， 
be, Gc 038 d, (xz 那么 它们 的 和 ,加 OF, Ge D ,仍然 是 该 系统 的 解 . 因此 ， 
线性 介质 允许 它 的 所 有 不 同 波 矢量 上 的 简 谐 波 解 (2-6) 同 时 在 其 中 独立 地 传播 , 相 
互 之 间 没 有 任何 影响 . 这 与 非 线性 波动 形成 鲜明 对 照 , 我 们 将 看 到 , 非 线 性 波 方程 
不 允许 简 谐 波形 式 的 解 , 它 的 解 也 没有 可 加 性 . 在 处 理 一 个 非 线 性 波动 时 ,也 常 将 
它 展 开 为 不 同 波 矢 量 大 的 分 波 之 和 ,但 这 只 是 形式 上 的 ,与 所 谓 解 的 可 加 性 无 关 . 
以 长 度 工 , 的 一 维 周期 边界 情形 为 例 , 无 论 是 线性 波 还 是 非 线 性 波 ,我 们 总 可 以 将 
RAR $Cz, 四 展开 为 它 的 所 有 分 波 (模式 ) 之 和 
gz = Dib, Oe tec, (2-12) 


3X R—2zxn/L,(On—0,1,2,:7-0,3X — E JE AE A BEES JL fep fe lE BS. E 5 UE MI 
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理 没有 关系 . 如 果 prt) ERER ,那么 它 的 每 个 分 波 都 是 一 维 形 式 下 满足 系统 色 
散 关 系 的 简谱 波 解 ,如 果 Bx, 四 是 非 线 性 波 ,那么 这 些 分 波 并 不 是 系统 的 解 ,它们 
也 不 能 独立 地 在 系统 中 传播 ,因此 展开 式 (2-12) 不 牵涉 解 的 可 加 性 问题 . 

一 个 物体 发 射 或 反射 的 光波 一 般 包含 有 不 同 颜色 ( 波 数 ) 的 模式 ,如 果 在 到 达 
视觉 器 官 之 前 光波 在 线性 介质 中 传播 ,每 个 光波 模式 都 不 会 “感觉 到 ”其 他 模式 的 
存在 ,它们 之 间 更 不 会 发 生 作 用 :生出 另外 的 颜色 ( 波 数 ) 的 模式 来 .声波 也 是 一 样 . 
幸而 日常 生活 中 遇 到 的 光波 和 声波 大 多 属于 线性 波动 , 才 免 去 了 许多 麻烦 ,例如 不 
必 担 心 信号 灯 颜 色 在 到 达 行 人 的 视觉 器 官 前 出 现 改 变 . 


2.1.3 相 速 度 


如 果 采 住 简 谐 波 模式 pe“-“? 的 一 个 特定 位 相 值 ,如 &z 一 wt 二 gy, 在 4 BI ts 
的 时 间 内 它 的 位 置 从 ro 移动 到 ri ER ELE REA Gs 0 / (8 2 — en / k A E 
V Ck) = w/k (2-13) 
是 模式 位 相 运 动 的 速度 , 称 为 波动 模式 的 相 速 度 . 简 谐 波 模式 的 传播 ,也 就 是 其 
位 相 的 传播 . 
如 果 不 同 波 数 k 即 不 同 颜 色 的 波 有 相同 的 传播 速度 ,这 样 的 波动 是 无 色散 的 . 
如 方程 (2-2) 的 色散 关系 为 


w ck = 0, (2-14) 
由 此 得 到 模式 的 相 速 度 是 wi/k 一 十 c, 它 的 大 小 不 依赖 于 波 数 &, 因 此 光 在 真空 
中 传播 时 没有 色散 发 生 . 
相反 ,如 果 不 同 波 数 的 简 谐 波 具 有 不 同 的 相 速度 we UO ,那么 在 介质 中 传播 
的 这 个 波 是 有 色散 的 . 如 在 方程 (2-4) 中 增加 关于 x 的 三 阶 导数 项 得 到 
ab, ab, ,Os 


at T um T ETE 0. (2-15) 
它 仍然 是 一 个 线性 波动 方程 ,色散 关系 为 
wx — uk tak” — 0, (2-16) 


RE aru 是 常数 ,由 此 得 到 波 的 相 速 度 为 we/ 一 wu 一 ak’, 它 随 波 数 & DERE LIN CT 
程 (2-15) 描 述 的 是 一 个 有 色散 的 系统 , 含 p/a 的 项 是 方程 的 色散 项 . 

水 是 一 种 有 色散 的 介质 ,向 水 中 抛 入 一 个 小 石子 ,会 看 到 一 圈 一 圈 的 波纹 从 中 
心 传播 开 来 ,这 是 因为 初始 激发 的 水 表面 波 一 般 包 含 了 不 同 波长 的 模式 ,这 些 模式 
各 自 按照 色散 关系 所 决定 的 相 速度 向 外 传播 ,因为 波长 越 长 的 模式 相 速度 越 大 ,在 
同样 时 间 内 它 比 短波 长 的 模式 传 得 更 远 , 这 才 形 成 了 向 外 扩展 的 波纹 , 且 越 向 外 波 
纹 越 宽 . 


2.1.4 位 相 在 波动 中 的 作用 
位 相 在 波动 问题 中 起 十 分 重要 的 作用 ,日 常 所 见 的 波 传播 ,在 很 多 情况 下 是 位 
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相 变 化 沿 空间 传播 引起 的 视觉 效应 ,组 成 介质 的 物质 并 没有 发 生 定向 流动 (当然 也 
有 相反 的 例子 , 波 携带 着 粒子 一 起 传播 ), 例如 ,在 麦田 中 可 看 到 滚滚 麦 浪 向 一 定 方 
向 传播 ,很 清楚 ,所 有 植株 的 根部 都 没有 移动 ,随时 间 变 化 的 只 是 麦 杆 摆 动 的 位 相 ， 
当 它 摆动 的 幅度 足够 大 时 ,就 会 对 临近 的 植株 产生 压力 ,迫使 其 离开 竖 直 向 上 的 平 
衡 位 置 ,这样 ,位 相 随 时 间 的 变化 在 相 邻 植株 之 间 出 现 了 传递 . 对 每 一 棵 植株 来 说 ， 
它 受到 风 的 驱动 和 临近 植株 施加 的 压力 ,它们 与 麦 杆 自身 弹性 力 竞 争 ,造成 植株 在 
平衡 位 置 附近 来 回 摆动 ,由 于 扎 动 位 相 的 传播 ,我 们 才 看 到 了 麦 浪 向 前 翻滚 的 生动 
画面 . 同样 ,声音 在 空气 中 传播 并 不 需要 借助 空气 的 定向 流动 , 它 是 空气 粒子 疏 密 
相间 的 一 种 密度 波 的 传播 . 如 果 观 察 特 定 的 粒子 , 它 也 仅 围绕 其 平衡 位 置 作 振动 ， 
粒子 相对 于 平衡 位 置 距离 的 变化 沿 空 间 传播 才 是 声音 传播 的 原因 . 这 个 距离 可 以 
用 一 个 位 相 来 描述 ,所 以 声波 也 是 一 种 振动 幅度 或 位 相 的 传播 现象 . 

传播 方向 与 介质 振动 方向 相同 的 波 谓 之 日 纵波 ,与 介质 振动 方向 垂直 的 谓 之 
AB. 前 者 的 例子 如 声波 ,后 者 的 例子 如 将 绳索 的 一 头 固定 而 手持 另 一 头 摆动 时 
所 见 到 的 波动 . 地 震 引 起 的 地 震波 既 有 纵波 也 有 横 波 ,两 种 地 震波 传播 的 速度 不 相 
同 , 当 横 波 到 来 时 建筑 物 会 受到 更 大 的 破坏 . 一些 地 震 还 可 激 起 海洋 中 一 种 长 周期 
的 重力 波 ,这 种 波 的 传播 速度 可 高 达 200—250 m/s, 是 普通 海浪 波 的 10 一 15 倍 , 足 
以 引起 极 具 破坏 力 的 海 哺 . 如 1960 年 智利 大 地 震 引 起 的 重力 波 不 仅 横扫 了 夏威夷 
等 西 太平 洋 岛屿 ,还 在 不 到 24 h 内 就 穿越 了 整个 太平 洋 , 引 发 了 远 在 20000 km 外 
日 本 北海 道 的 海 哺 ,到 达 时 波 头 高 达 6 一 7 m. 2005 年 的 苏门答腊 大 地 震 引起 的 重 
力 波 也 迅速 穿 过 印度 洋 ,袭击 了 东南 亚 甚 至 非洲 沿岸 ,造成 巨大 伤亡 .上面 提 到 的 
波 传播 不 必 借 助 介质 定向 流动 这 一 事实 ,有 助 于 我 们 理解 重力 波 何以 能 像 这 样 以 
喷气 式 飞机 的 速度 传播 , 它 所 携带 的 巨大 能 量 何以 在 传播 中 衰减 得 如 此 之 慢 . 

由 此 可 见 ,位相 在 波动 问题 中 是 一 个 非常 重要 的 参量 , 它 的 作用 在 我 们 讨论 非 
线性 波动 时 可 以 看 得 更 清楚 . 在 非 线性 波 中 ,不 同 模式 的 位 相 之 间 可 以 以 各 种 方式 
合作 ,单个 模式 位 相 的 运动 状态 以 及 各 模式 位 相 之 间 的 合作 方式 都 可 能 发 生 突变 ， 
因此 ,位 相 在 非 线性 波动 中 是 一 个 异常 活跃 的 因素 ,在 研究 非 线性 波 的 动力 学 时 ， 
要 特别 注意 波动 模式 位 相 状态 的 变化 ,它们 在 形成 花样 繁多 的 波动 形态 中 起 着 举 
足 轻重 的 作用 . 自然 界 中 的 波动 特别 是 灌流 ,之 所 以 看 起 来 瞬息 万 变 ,模式 位 相 起 
了 非常 重要 的 作用 . 


82.2 非 线 性 波 


2.2.1 非 线性 波动 方程 
对 大 多 数 实际 物理 系统 中 的 波动 ,用 线性 波 方程 描写 只 是 波动 幅度 不 是 很 大 
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时 的 一 个 近似 . 波 在 介质 中 传播 时 通常 会 遭遇 到 一 些 非 线 性 效应 ,例如 , 光 在 介质 
中 传播 时 ,折射 率 可 能 并 非常 数 ,而 依赖 于 当地 的 瞬时 光 强 ,这 类 效应 会 在 波动 方 
FE S| A EZ ETO ,在 第 三 章 中 我 们 还 将 说 明 ,对 于 在 流体 介质 中 传播 的 波动 ， 
非 线性 更 是 系统 内 在 的 一 种 性 质 . 

考虑 波 函 数 对 时 间 的 导数 仅 为 一 阶 的 情形 ,在 一 维 空间 下 将 它 满足 的 方程 写 
作 下 面 的 一 般 形 式 ， 

PCL) = LC bobs Ber Pu 0 二 NOS 4, Bar n. (2-17) 

这 里 , 表示 关于 乡 的 线性 函数 ,N RARER PL 和 NN 的 各 项 系数 均 为 
常数 .在 方程 (2-17) 中 ,假设 待 解 函 数 $ 有 e RM poep, MAIER ON 中 
各 项 的 数量 级 为 sz(bp>1) ,那么 , 当 s 一 0 时 ,方程 中 的 非 线性 项 与 线性 项 相 比 为 高 
阶 无 穷 小 ,可 以 被 忽略 ,余下 的 线性 方程 (x,t) 二 L($,$ ,8 ,四 ) 是 系统 
(2-17) 很 好 的 近似 ; 随 着 e 增加 , 非 线 性 项 变 得 越 来 越 重要 , 当 e 一 1 时 ,它们 与 线性 
项 可 比 甚至 占 优 ,不 再 能 被 忽略 ,在 这 种 情形 下 ,从 方程 的 线性 近似 得 到 的 波动 解 
将 严重 偏离 物理 实际 . 现实 生活 中 遇 到 的 大 量 波动 现象 ,只 有 在 计 入 非 线 性 效应 以 
后 才能 得 到 满意 的 解释 . 


2.2.2 非 线性 波动 方程 的 解 


非 线性 波动 方程 不 允许 简 谐 波形 式 的 解 , 若 将 式 (2-6) 的 一 维 空间 形式 代入 方 
程 (2-17) ,指数 因子 ee “在 两 边 不 能 相约 . 以 历史 上 最 早 提 出 来 的 .也 是 最 著名 
的 KdV 方程 


ET ag op 
at 6$ ' ox? 


为 例 ,读者 很 容易 检验 这 一 点 , 它 的 导出 过 程 将 在 下 一 章 中 介绍 , 方程 (2-18) 中 的 
空间 三 阶 导数 项 是 关于 $$ 的 线性 项 , 若 再 加 上 一 阶 导数 项 如 veg/ar( 对 于 KdV 方 
程 它 总 可 以 通过 伽 里 略 变换 + 一 + 一 ut 被 消去 ) ,在 忽略 非 线性 项 时 就 可 导出 与 式 
(2-16) 形 式 一 致 的 线性 色散 关系 . 

虽然 简 谐 波 不 能 在 非 线 性 介质 中 独立 地 传播 ,但 一 些 非 线性 波 方程 允许 其 他 
形式 的 解析 解 ,例如 很 多 读者 已 经 熟悉 的 孤立 子 或 激 波形 式 的 解 等 . 典型 地 ,对 于 
Xx 一 十 co 时 $ 及 其 导数 $, ,上 :趋向 0 的 无 穷 边界 问题 ,KdV 方程 (2-18) 就 有 下 列 形 
CB feo 


0 (2-18) 


$y (x — ut) =~ Fusech?| pul Gr — ut ~ zo) |, (2-19) 


如 图 2-1(a) 所 示 , 这 里 uo BHM sech G2 EMH ERM. ro 是 积分 常数 . 如 
果 多 表示 密度 扰动 ,那么 这 个 解 就 说 明 系 统 中 存在 一 个 密度 凹陷 , 称 做 腔 子 (cavi- 
ton) E LAE EE u i x 方向 传播 . 
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另 一 个 典型 的 非 线性 波 方程 是 正弦 戈 登 (sine-Gordon) 方 程 -5 
as af 
or ar’ 

从 sing 的 泰勒 展开 知道 , 它 为 方程 提供 了 一 个 线性 项 和 无 穷 多 个 非 线 性 项 . 方程 
(2-20) 有 纽 结 (kink) 解 

| $; Cr — ut) = 4arctan(exp[ (x — ut — 0/0 — w! 0? ]}, (2-21) 
和 反 纽 结 (antikink) 解 

$, (2 — ut) = darctan{exp[— (x — ut — 2/1 — w Y”? J}, (2-22) 

它们 都 有 激 波 的 形式 ,如 图 2-1(b) 所 示 ; 还 有 呼吸 子 (breather) 解 
$ (r.t) = 4arctan{ (tana)sin[ (cosa) (t — to) ]sech[ (sina) Cz — z) J}, 
(2-23) 
这 个 解 因 其 空间 局 域 化 的 振动 幅度 在 运动 中 反复 增 大 和 缩小 而 得 名 . 这 里 ul, 


To stor 是 常数 . 


十 sing = 0, (2-20) 


sine-Gordon 方 程 的 


[3 


各 


sine-Gordon 方 程 的 


vec REAL 


ee a 
x Y 


(a) (b) 
[d2-1 RARE DR Bh Tr FER DE SE D 


像 式 (2-19) 这 样 的 解 是 以 一 定 速度 运动 的 形状 不 变 的 波 包 (wave packet) , & 
包 中 包含 了 不 同 波 数 上 的 模式 成 分 ,因为 是 无 穷 边界 ,& 连续 分 布 . 在 这 类 解 中 时 
间 c 和 空间 x 融 为 一 个 变量 ,它们 不 能 被 分 辩 . 

非 线性 波 方程 能 够 找到 解析 解 是 极为 个 别 的 情形 ,在 大 多 数 情 况 下 找 不 到 解 
析 解 ,并 且 一 般 来 说 波动 解 也 并 非 唯一 地 依赖 于 时 间 和 空间 的 某 个 组 合 变量 [如 式 
(2-19) 和 (2-21) 中 的 x 一 wutj, 固然 找 不 到 解析 解 不 等 于 它们 不 存在 ,但 更 大 的 可 
能 性 是 ,对 非 线 性 波 方程 来 说 ,它们 的 很 多 解 原本 就 不 能 用 解析 函数 表达 ,例如 误 
流 形式 的 解 . 在 第 七 章 分 析 非 线性 波 方程 的 解 在 复 平面 上 的 奇 点 性 质 时 ,我 们 会 理 
解 其 中 的 原因 . 
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前 面 已 经 提 到 , 非 线 性 波动 方程 的 解 没有 可 加 性 ,假设 已 经 找到 一 个 非 线 性 波 
方程 的 两 个 解 o SO $i Ge O8 $ Ce B ZA XX PLI EZ 9; CD T Gr D, 
就 不 再 是 原 波 动 方程 的 解 . 这 样 ,在 非 线 性 介质 中 波 运动 的 图 像 完 全 不 同 于 线性 介 
质 中 的 情形 ,在 线性 介质 中 人 们 看 到 的 是 一 个 个 满足 线性 色散 关系 的 ,独立 传播 
的 、 无 相互 作用 的 简 谐 波 ,如 果 在 非 线 性 介质 中 我 们 也 输入 一 组 满足 系统 (从 忽略 
方程 非 线性 项 得 到 的 ) 线 性 色散 关系 的 简 谐 波 , 那 么 ,由 于 简 谐 波 不 是 非 线 性 波动 
系统 的 解 ,它们 不 可 能 互 无 纷扰 地 独立 传播 ,相互 作用 不 可 避免 . 


2.2.3 非 线 性 引起 的 谐 波 激发 


设想 初始 时 向 非 线 性 介质 中 输入 一 个 满足 系统 线性 色散 关系 的 简 谐 波 ,由 于 
非 线性 效应 ,这 个 简 谐 波 模式 在 传播 过 程 中 将 发 生 畸 变 , 甚 至 会 出 现 “ 波 碎 ”(wave 
break) BA. 为 孤立 出 非 线性 在 波 雁 中 的 作用 ,让 我 们 在 KdV 方程 中 略 去 色散 项 ， 
将 余下 的 方程 写 做 
U U 
24 + St — 0, (2-24) 
这 里 已 将 待 解 函数 取 作 速 度 v Ge 0. 假设 初始 时 (=0) 速 度 分 布 有 正弦 形式 ,如 图 2-2 
rh dz £k Hr MT PE (2-24) 0 8 Bi 9v/ax270 的 上 升 段 , 在 v0 CORE 3v/31 <0 
C0), X @v/ar<0 的 下 降 段 ,3v/681 的 符号 正好 相反 . 这 样 , 非 线性 项 总 的 效果 
是 使 波峰 向 前 倾斜 , 波 前 变 得 越 来 越 陡 ,如 图 2-2 中 实 线 所 示 , 最 终 在 波 前 处 速度 
v(x) 的 空间 梯度 |3v/3z| 增 至 无 穷 大 ,奇异 性 出 现 , 它 导致 波 完 全 破碎 ". 


图 2-2 非 线性 效应 引起 的 波形 畸变 
GI XLD 


简 谐 波 在 非 线 性 介质 中 传输 时 ,无 论 是 波形 出 现 微 小 畸变 还 是 已 经 完全 破碎 ， 
输入 波 原 有 的 单 色 性 都 已 经 丧失 ,新 的 谐 波 特别 是 高 波 数 谐 波 被 激发 出 来 ,在 波 数 
IZ 谱 中 由 简 谐 波 的 单一 谱 线 演 化 出 更 多 的 谱 线 . 在 用 不 同 波 数 & 架构 起 来 的 相 空 
闻 中 观察 ,输入 的 单 色 波 仅 在 相 空间 中 一 个 方向 上 有 投影 ,经 过 一 段 时 间 传 输 后 , 哺 
变 了 的 波形 在 其 他 许多 方向 上 也 都 出 现 了 大 小 不 等 的 投影 . 这 正 是 非 线 性 波动 系统 
的 一 个 重要 性 质 一 一 它 有 能 力 将 一 个 单 色 波 散射 到 波 数 &- 空 间 中 的 不 同方 向 上 去 ， 

现 以 方程 (2-24) 为 例 , 分 析 其 中 的 非 线 性 项 是 如 何 激发 起 高 次 谐 波 的 …“. 采 
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用 逐 级 近似 的 方法 , 取 相 应 的 线性 方程 ( 略 去 方程 中 的 非 线 性 项 ) 的 一 个 解 VOU — 
asinkx 作为 最 低 阶 近似 ,代入 方程 (2-24) ,在 下 一 阶 近似 下 得 到 ， 


au” 
ot 


这 个 结果 说 明 ,方程 的 二 次 非 线性 项 会 自动 地 从 R= 1 的 基 波 产生 出 k= 2 的 谐 波 ， 
它 随 时 间 线 性 增长 ,幅度 很 快 会 达到 基 波 的 水 平 . 如 果 在 最 低 阶 近似 下 将 方程 的 解 
假设 为 形式 v "=asin2Az, 非 线性 项 又 会 带 来 & 一 4 的 谐 波 ,如 此 等 等 ,没有 穷尽 . 
因此 非 线 性 波动 方程 的 解 一 般 不 可 能 通过 假设 简 谐 波 或 其 线性 组 合 的 形式 来 寻找 
到 ,和 逐 级 近似 的 方法 在 这 里 失效 了 . 从 这 个 例子 我 们 理解 到 , 非 线性 波 内 部 存在 某 
种 散射 波 矢 量 的 机 制 , 在 运动 中 可 以 激发 起 许多 新 颜色 的 模式 . 这 一 点 在 节 2.2.5 
讨论 模 - 模 耦合 时 会 看 得 更 清楚 ,系统 中 那些 原本 幅度 无 穷 小 的 谐 波 有 可 能 通过 非 
线性 获得 迅速 增长 ,这 样 的 行为 是 线性 色散 关系 所 不 能 解释 的 . 


2.2.4 非 线 性 色散 


色散 概念 原本 是 在 线性 波 的 框架 下 提出 来 的 ,色散 关系 规定 了 一 定 波 矢量 的 
模式 在 通过 介质 时 拥有 的 振动 频率 和 相 速 度 , 对 于 线性 介质 ,模式 的 振动 频率 与 系 
统 内 是 否 还 有 其 他 模式 在 传播 没有 关系 ,因为 不 同 波 数 的 模式 都 是 独立 振动 的 ,一 
定 波 矢 量 大 的 模式 被 允许 以 一 定 的 频率 wx 在 介质 中 传播 . 现在 考虑 非 线性 介质 ， 
想象 也 有 一 个 特定 波 数 的 试探 简 谐 波 模式 进入 系统 ,这 时 会 发 生 什么 情况 呢 ? 如 
果 系 统 中 原来 已 有 模式 在 传播 ,试探 模式 将 与 它们 相互 作用 ,如 果 没 有 ,试探 模式 
也 有 可 能 自动 地 激发 出 一 些 新 的 模式 ,并 与 之 相互 作用 . 总 之 ,我 们 难以 将 试探 模 
式 孤 立 出 来 ,那么 ,对 非 线 性 波 我 们 还 有 色散 关系 这 个 概念 吗 ? 

浏览 文献 ,人 们 在 提 到 非 线 性 色散 这 个 概念 时 ,都 先 要 将 非 线 性 波 方程 作 某 种 
线性 化 ,然后 讨论 得 出 的 线性 波 方程 的 色散 关系 . 不 过 在 如 何 对 非 线性 波 方程 作 线 
性 化 这 个 问题 上 ,似乎 没有 一 定之 规 ,全 依 具 体 情 况 而 定 . 我 们 知道 ,对 于 一 个 仅 依 
束 于 时 间 的 系统 ,所 谓 线性 化 ,应 该 是 对 它 的 一 个 平衡 态 作 微 扰 , 然 后 取 微 扰 的 线 
性 近似 ,因此 ,在 企图 对 一 个 非 线 性 波 方程 作 线性 化 处 理 之 前 ,我 们 应 该 问 , 它 有 没 
有 平衡 态 ? 有 什么 样 的 平衡 态 ? 

让 我 们 以 sine-Gordon 方程 这 个 特例 对 非 线 性 色散 问题 作 个 初步 思考 . 将 方程 
写成 下 面 的 形式 


— — ha! sinkr coskr =- EL sin?kr. (2-25) 


2 24 

or ox! 

与 方程 (2-20) 相 比较 ,这 里 在 有 的 项 前 面 增加 了 系数 ,以 便于 分 析 . 方程 (2-26) 在 
To,2x) 区 间 有 常数 解 加 二 0 和 ,它们 满足 9$。/31 一 0, 是 系统 的 两 个 平衡 态 . 

考虑 未 扰 系 统 处 于 平衡 态 $a. 一 各, 假设 它 受 到 扰动 ,扰动 量 是 时 间 和 空间 


+R’ sing = 0, (2-26) 
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的 函数 ,可 将 系统 的 解 写 做 & 0 m4 $C Gr D .其 中 $(x,1) 为 扰动 量 ,代入 方程 
(2-26) ,得 到 关于 (zi 的 线性 化 方程 为 
dè a ,Op 
or ox 
在 这 个 特例 中 ,因为 加 是 空间 均匀 的 常数 ,线性 化 方程 (2-27) 允 许 简 谐 波 解 . 假 设 
其 解 形式 为 二 Ae* m ,对 应 平衡 态 加 二 0, 得 到 色散 关系 
ws wk? —(Y-—0, (2-28) 
上 式 与 小 幅度 假设 下 作 近 似 sind d 时 从 方程 (2-26) 得 到 的 线性 色散 关系 完全 相 
同 ,由 色散 关系 (2-28) 解 得 的 模式 & 的 本 征 值 为 
w SE Vuk +E. (2-29) 
它们 都 是 实数 ,表示 模式 k ARERR E Vw E TO ER 
53 —Ji ii X] 3 — T 3E hr AR (2-27 FIER KARN 


+ 2’ cos$,9 = 0. (2-27) 


wi — wk +P = O, (2-30) 
它 不 同 于 色散 关系 (2-28) ,由 色散 关系 (2-30) 解 得 的 模式 本 征 值 为 
o, =+ Vuk F. (2-31) 


如 果 wk? 0 ,扰动 模式 和 随时 间 仍 作 振 荡 运 动 ,但 本 征 频 率 的 绝对 值 较 之 式 
(2-29) 给 出 的 有 所 减 小 ,如 果 w kL ,ws 变 为 纯 虚 数 , 对 应 $ 的 两 个 分 支 解 分 别 
以 指数 律 e^ 从 它们 的 初始 值 单调 地 衰减 和 增长 ,速率 为 二 Vwk "|. 

对 Po =O x 这 两 个 平衡 态 分 别 作 微 扰 线性 化 ,所 导出 的 色散 关系 不 同 , 这 是 因 
为 在 平衡 态 加 二 x 附近 ,系统 的 非 线 性 项 与 线性 项 相 比 不 再 能 够 被 忽略 . 与 此 相对 
照 ,平衡 态 如 = 二 0 是 平凡 的 ,关于 如 二 0 作 微 扰 线性 化 所 得 到 的 色散 关系 与 系统 的 
线性 色散 关系 完全 相同 . 在 这 个 例子 中 ,只 有 非 平凡 平衡 态 b =n 才 起 到 了 改变 系 
统 色散 行为 的 作用 . 

这 里 我 们 已 将 非 线性 波 方程 (2-26) 的 色散 问题 转化 为 求解 对 平衡 态 扰动 的 本 
年 问题 不 过 方程 (2-26) 只 是 一 个 可 解 的 特例 ,因为 它 有 一 个 常数 的 非 平凡 平衡 

态 ,关于 它 的 线性 化 方程 有 简 谐 波 解 .在 一 般 情况 下 , 非 线 性 波动 方程 的 解 依 赖 于 
— s 间 变量 ,最 简单 的 如 式 (2-19) 那 样 孤 立 子 类 型 的 解 加 (x 一 wut), 它们 是 以 
一 定 速 度 传播 的 空间 结构 , 既 在 空间 上 非 均 匀 又 在 时 间 上 非 平 衡 ,它们 也 会 像 
sine-Gordon 方程 的 空间 均匀 平衡 态 解 po — x 那样 影响 系统 的 色散 行为 吗 ? 

让 我 们 想象 在 非 线 性 介质 中 已 有 一 个 形 为 如 (x 一 ut) 的 波动 解 在 传播 ,例如 孤 
立 子 , 当 试探 模式 "企图 "通过 这 个 系统 时 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 注意 到 孤立 子 是 一 
个 形状 和 速度 都 不 变 的 波 包 , 若 在 跟随 波 包 运 动 的 坐标 系 二 x 一 ut 中 观察 . 它 不 
过 是 一 个 “冻结 ”了 的 空间 结构 加 (&) ,这 时 系统 虽然 已 经 从 空间 均匀 态 发 生 对 称 破 
缺 ,在 时 间 上 却 是 一 个 平衡 态 , 当 试探 模式 进入 系统 时 ,该 模式 的 色散 行为 必然 会 
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受到 这 个 平衡 态 的 影响 ,就 像 非 平 凡 平衡 态 加 三 x 改变 了 方程 (2-26) 的 线性 色散 
那样 . 与 后 者 不 同 的 是 ,这 里 的 非 平 凡 平衡 态 是 空间 对 称 破 缺 的 , 它 对 试探 模式 更 
像 是 起 着 某 种 空间 势 的 作用 . 如 何在 空间 对 称 破 缺 了 的 平衡 态 上 建立 起 非 线性 色 
散 的 明晰 概念 和 量化 描述 ,是 一 个 极 具 挑战 性 的 课题 . 

说 到 空间 势 阱 ,不 禁 让 人 联想 起 量子 力学 波 方 程 - 一 苹 定 读 方 程 ,在 笛 卡 尔 坐 
标 系 一 维 空间 下 它 有 形式 


. _ h o 
LESS 2m an EVG) D, (2-32) 


这 里 m BAF NE. ort) |? BOR ERR XXe c AE x 处 寻找 到 
粒子 的 几率 ,方程 (2-32) 关 于 未 知 函 数 少 是 线性 的 ,不 过 右边 出 现 的 空间 势 V(x) 
使 它 与 那些 常 系数 线性 波动 方程 有 所 不 同 . 

假设 波 函 数 有 下 面 的 形式 0 

xt) = gre", (2-33) 
HE 是 粒子 的 能 量 . 从 方程 (2-32) 得 到 在 势 场 V(x) 中 粒子 能 量 满足 下 面 的 本 征 
方程 
[- ror A+ V(x) go = Ep. (2-34) 
以 宽度 为 a 的 无 限 深 方 势 阱 为 例 , 由 方程 (2-34) 解 得 粒子 能 量 本 征 值 和 相应 的 归 
一 化 波 函 数 分 别 为 E, =A nn /2ma? Fl fy, (x) = V2/asin(nxzx/a), 这 里 0 xa, 
zx 一 1,2,…. 这 样 ,处 于 低能 态 的 粒子 有 一 定 几 率 跃 迁 到 高 能 态 , 激 发 出 高 波 数 即 短 
波长 的 模式 . 由 此 可 见 , 势 函数 V(x) 起 到 了 在 波 数 上 空间 散射 波 函 数 的 作用 . 

前 面 提 到 , 非 线 性 波动 系统 有 激发 高 波 数 模式 的 能 力 (其 实 也 可 从 高 波 数 模式 
激发 出 低 波 数 模式 ,就 好 像 高 能 态 粒子 有 一 定 几 率 回 迁 到 低能 态 那样 ) ,我 们 有 理 
由 问 ,这 种 激发 也 与 某 个 空间 势 的 散射 作用 有 关 吗 ? 这 个 猜想 不 无 根据 ,在 试探 模 
式 看 来 ,原来 在 非 线 性 介质 中 传播 的 孤立 子 或 其 他 形式 的 波 包 解 不 就 像 个 空间 势 
场 吗 ? 诚然 ,经 典 系统 的 波 函 数 描写 的 是 实 实在 在 的 物理 量 ,如 电场 涨 落 , 它 不 同 
于 被 赋予 几率 意义 的 量子 波 函 数 , 不 过 经 典 和 量子 波动 都 由 偏 微分 方程 描写 ,它们 
在 数学 上 是 相通 的 . 很 有 可 能 , 正 是 某 种 类 似 于 茶 定 弯 方 程 中 的 势 场 在 非 线 性 波动 
系统 中 起 到 了 散射 波 矢量 的 作用 ,使 得 系统 拥有 了 激发 出 不 同 波长 模式 的 能 力 . 第 
八 章 将 结合 具体 例子 对 这 个 问题 作 更 深入 的 探讨 ,我 们 将 看 到 ,讨论 非 线 性 波 的 色 
散 问题 在 数学 上 与 讨论 量子 系统 的 本 征 问题 十 分 相似 . 


(2.2.5 模 - 模 耦合 
非 线性 波动 方程 不 允许 简谱 波 独立 传播 ,让 我 们 以 KdV 方程 (2-18) 为 例 分 析 
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它 的 非 线性 项 是 怎样 引起 不 同 波 数 & 模式 间 出 现 相 互 作 用 的 . 为 此 ,将 波 函 数 
$a ,四 展开 成 复 模式 RAGS AM 


$G.D = 2 Oe ee, (2-35) 


系统 受到 的 约束 决定 了 波 数 上 的 可 能 取 值 ， 假设 有 空间 周期 2x 边界 条 件 , 即 
(xr st)=b(rt2r,t), Mj k 可 取 整 数值 . 
将 式 (2-35) 代 人 方程 (2-18) 


2 (4, e 


mee. EM ee) — 0. (2-36) 
这 里 取 R=0 模式 为 0. 在 对 x 作 微 分 后 ,上 式 化 为 
> (Se "Tet ) B 2,6 he" --c.c.) 


Se 十 c.c.) 


— 6» ne" E c c) >) Cing,e™ d c c) = 0, (2-37) 
m=! n=l 


将 方程 (2-37) 两 边 乘 以 e 7 ,这 里 是 一 个 给 定 波 数 , 对 空间 坐标 x 在 2x 周期 上 
积分 ,利用 
1 i ikr — - 
+f e dr = OnE , (2 38) 


CETT SEM ES TAE ME Mu ME. 
学 LLL DO bah, + Stabe + D tt) = 


(k = 1,2, , N; N — œ). (2-39) 
这 就 是 制约 模式 A CO BERTE RAE BS A FE AORA I RT IE mn =k, m—n=k 
Al — m n— k 的 波 数 进行 ,在 计算 这 些 卷 积 求 和 项 时 曾 对 指标 mon 作 过 交换 . 

至 此 ,我 们 已 经 将 关于 波 函 数 Cr ,由 的 偏 微分 方程 化 为 关于 模式 900 109 — 2 
无 穷 维 耦合 的 常 微分 方程 由 于 方程 (2-39) 中 求 和 项 的 存在 ,不 同 & 的 模式 方程 不 
能 解 耦 , 任 一 模式 的 演化 , 除 受 到 自身 的 线性 色散 (如 合 K 的 项 ) 等 因素 制约 之 外 ， 

还 受到 其 他 模式 当时 状态 的 影响 . 

由 模式 方程 (2-39) 知 道 , 正 是 那些 求 和 项 起 到 了 激发 不 同 波 数 模式 的 作用 . 例 
如 ,假设 系统 在 初始 时 8 二 1 模式 占 优 ,其 他 模式 的 幅度 无 穷 小 , 则 通过 m 0n — 
的 求 和 项 ,模式 一 1 可 对 模式 办 -:() 的 演化 作出 贡献 . 如 果 & 二 2 模式 增长 得 足够 
大 , 它 又 有 可 能 激发 出 8 一 3 和 上 一 4 模式 ,新 激发 出 的 模式 通过 m—n=k 和 一 m1 
n= k 这些 求 和 项 又 反 过 来 影响 到 模式 《一 1 的 演化 ,如 此 等 等 . 就 这 样 , 非 线 性 波 
动 系统 可 以 从 一 个 模式 开始 ,激发 出 越 来 越 多 的 模式 参与 运动 . 
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一 般 地 ,对 于 具有 二 次 非 线 性 项 的 波动 ,那些 满足 共振 条 件 十 ks 十 ks 二 0 的 
3 个 模式 称 为 共振 三 波 ,它们 的 波 矢量 形成 了 图 2-3 所 示 的 三 角 关 系 . 如 果 非 线性 
的 阶 次 更 高 ,共振 条 件 将 牵涉 更 多 的 模式 ,如 三 次 非 线 性 引起 四 波 共 振 等 . 在 等 离 
子 体 物 理 中 那些 满足 波 矢量 共振 条 件 的 模式 之 间 的 相互 作用 叫做 “ 模 - 模 耦合 ” 
(mode-mode coupling) 或 “ 波 - 波 相互 作 用 ”(wave-wave interaction). “H-H 8-4" 
是 非 线 性 波动 中 最 基本 的 动力 学 过 程 ,也 是 非 线性 波 的 表现 如 此 不 同 于 线性 波 的 


根本 原因 . 
es d 


图 2-3 满足 共振 条 件 k tk +k =0 的 3 个 波 矢 量 示意 图 


在 式 (2-35) 中 将 波动 解 展开 为 复 模 式 与 它们 的 共 恩 ,这 固然 是 为 了 保证 波动 
解 为 实数 ,同时 我 们 也 看 到 , 复 共 轿 部 分 的 加 入 ,使 卷 积 求 和 项 包括 了 3 个 部 分 : 
mt+n=k,m—n=k 8l —m-Fn— &. 我 们 知道 , 共 轿 的 两 个 分 支 代 表 向 相反 方向 传播 
的 模式 ,对 于 线性 波 来 说 ,是 否 存 在 另 一 个 分 支 无 关 紧 要 ,反正 各 个 模式 互 不 干扰 ; 
非 线性 波 就 不 同 了 RD THRO RARE MARA 1] 3 zh 9 Ae 
式 之 间 的 耦合 ,不 能 完整 地 反映 出 非 线 性 波 的 动力 学 过 程 ， 


2.2.6 和 群 速度 


在 实际 问题 中 常 观察 到 高 频 振荡 被 低频 调制 ,如 图 2- 4 所 示 , 且 低频 包 络 以 一 
定 的 速度 运动 . 


图 2-4 受到 低频 调制 的 高 频 振荡 , 波 包 以 一 定 的 群 速度 运动 
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在 线性 波 的 框架 下 解释 这 个 现象 的 思路 是 : 实际 系统 中 模式 的 波 数 和 频率 都 
可 能 出 现 展 宽 . 以 激光 为 例 , 它 是 两 个 能 级 上 的 粒子 占有 数 出 现 反 转 时 产生 的 受 激 
辐射 ,有 很 好 的 单 色 性 ,即便 如 此 ,由 于 粒子 热 运动 等 原因 ,激光 在 它 的 峰值 波长 和 
频率 附近 会 有 小 的 分 散 . 分 析 指 出 ,这 一 类 展 宽 会 造成 高 频 振荡 出 现 以 一 定 速度 运 
动 的 低频 包 络 . 
假设 初始 时 波 包 由 一 系列 平面 简 谐 波 构成 ,它们 有 连续 变化 的 波 数 & 和 频率 
wlk) ,将 波 包 在 波 数 空间 中 展开 为 
$x,t) = F] Awan’ dk, (2-40) 
其 中 每 个 简 谐 波 模 式 & 在 介质 中 传播 时 都 需要 满足 一 定 的 色散 关系 二 wlk) , 模 
式 的 振动 频率 就 由 它 决定 . 限于 讨论 保守 系统 ,模式 振幅 A(&) 在 传播 中 不 变 , 它 由 
波 包 的 初始 形状 内 z,0) 唯 一 地 决定 


AG) = 


FL) 62.06" dz. (2-41) 
为 讨论 波 包 gz 的 运动 ,考虑 ACE) 作为 上 的 函数 在 to 处 有 单 峰 这 个 最 简 
单 的 情形 ,如果 色散 不 太 大 ,就 可 以 将 模式 频率 e OO XE ko 附近 作 展 开 


"OREL G — B) rs (2-42) 
dk k=k, 
AO -40) BH 
oc . -— pode u 1 
MERES —| AGO Ur m s Hh) a 
Vor ow 
“ i du t i E 一 ay )t 
= =] AE CO ape’ CR las (2-43) 
ri e 
定义 
v, — de (2-44) 
e = db lank, 
(2-4) MBH 
brat) 29 Pla — vt 0) e os mt, (2-45) 


LEP ti f i ,调制 波 Cre — 0, ERR EH REE v, 运动 . v, 称 为 波 包 的 
群 速度 , 它 与 相 速 度 的 关系 是 


de — d — dv, -46 
Ue = dp gp = Tk qh’ (2-46) 

或 者 用 波长 4 表示 为 
Ug = Up — À ee (2-47) 


TRAE RITE ER ME SP PRE PC D AE MRK BE IN — 2H 


$2.3 等 离子 体 中 的 线性 波 23 


单 色 波 组 成 ,它们 之 间 没 有 相互 作用 ,每 个 单 色 波 都 按照 色散 关系 o=o ORE I] 
相 速度 独立 地 传播 ,在 色散 不 大 的 假设 下 说 明了 初始 波 包 可 以 维持 其 形状 不 变 ,并 
显示 出 由 色散 关系 决定 的 群 速度 . 

在 非 线性 波动 系统 中 ,不 同 波长 的 模式 集合 成 一 个 整体 以 不 变 的 形状 和 速度 
运动 的 现象 并 不 罕见 ,典型 的 例子 是 形式 为 %z 一 xi) 的 孤立 子 解 [参见 式 (2-19)]， 
像 图 2- 4 那样 的 调制 振荡 也 常见 ,这 类 波动 解 其 实 是 非 线 性 系统 的 一 种 自 组 织 
(self-organization) 现 象 . 以 KdV 方程 为 例 , 它 含有 色散 项 和 非 线 性 项 ,色散 的 作用 
是 引起 波 包 分 散 , 因 为 不 同 波 数 的 模式 有 不 同 的 相 速 度 , 而 非 线 性 项 的 作用 是 使 波 
包 形 状 畸 变 ( 参 考 图 2-2), 只 有 当 色 散 和 非 线 性 达到 平衡 时 才 出 现 了 如 式 (2-19) 
那样 以 群 速度 x 整体 运动 的 孤立 子 $(zx 一 ut). 在 第 七 章 讨论 孤立 子 解 的 实例 时 我 
们 甚至 会 看 到 ,孤立 子 的 运动 速度 依赖 于 方程 的 非 线性 参数 ,说明 非 线性 在 这 个 问 
题 上 的 作用 不 可 忽略 .我 们 注意 到 ,在 导出 群 速度 表达 式 (2-44) 时 并 没有 考虑 非 线 
性 效应 . 在 非 线性 波 情 况 下 如 何 理解 群 速度 表达 式 (2-44) 是 一 个 需要 思考 的 问题 ， 
如 果 根 据 线性 色散 关系 计算 dw/dk, 其 结果 能 否 解释 像 孤 立 子 这 样 的 波 包 群 速度 ? 
如 果 将 公式 (2-44) 中 的 w(k) 理 解 为 非 线性 色散 关系 ,那么 非 线 性 色散 关系 本 身 还 
是 个 尚未 完全 解决 的 问题 . 

简 谐 波 是 不 能 携带 信息 的 , 相 速 度 w/k 的 大 小 因此 也 不 受 任何 限制 , 波 包 却 可 
以 携带 信息 , 据 此 认为 群 速度 v, 应 不 能 大 于 光速 . 对 于 实际 物理 系统 中 的 线性 波 
动 ,如 光波 在 等 离子 体 中 的 传播 ,可 以 根据 它 的 色散 关系 计算 出 波 包 的 群 速度 ,从 
而 得 出 它 小 于 真空 光速 的 结果 (参考 节 2. 3. 2). 而 在 非 线性 系统 中 波 包 群 速度 与 
色 获 有 怎样 的 关系 还 是 一 个 悬而未决 的 问题 ,更 谈 不 上 以 实例 说 明 它 小 于 真空 
光速 . 


3 2.3 等 离子 体 中 的 线性 波 


作为 线性 波 的 例子 ,本 节 将 介绍 等 离子 体系 统 中 的 几 个 重要 波动 现象 , 等 离子 
体 由 带电 粒子 组 成 ,这 个 基本 特点 使 得 它 在 扰动 下 容易 产生 自 洽 的 电场 和 磁场 , 电 
磁力 有 长 程 性 质 , 它 可 引起 带电 粒子 运动 出 现 强 关 联 的 集体 运动 ,也 就 是 波动 . 在 
一 定 条 件 下 ,将 等 离子 体 电子 和 离子 作为 流体 处 理 是 一 个 很 好 的 近似 . 为 使 问题 封 
闭 , 除 流体 力学 方程 外 ,还 需要 应 用 描写 电磁 场 运动 的 麦克 斯 志方 程 组 ,这 使 得 等 
离子 体 波 动 问题 在 数学 上 显得 非常 复杂 . 不 过 也 正 因为 等 离子 体 波 动 涉 及 电磁 力 ， 
比 起 由 中 性 粒子 组 成 的 普通 流体 ,等 离子 体 中 的 波动 现象 更 加 丰富 ,也 更 易于 定量 
化 处 理 . 在 讨论 一 个 具体 系统 时 ,从 单 粒 子 运动 到 集体 运动 的 各 种 特征 时 间 和 空间 
尺度 往往 非常 清楚 ,这 有 助 于 寻找 小 量 , 在 按 小 量 作 近似 时 ,条 件 也 十 分 明确 , 等 离 
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子 体 的 这 些 特 点 使 得 它 成 为 研究 波动 现象 的 理想 体系 . 特别 是 几 十 年 来 人 们 对 等 
离子 体 中 的 线性 波动 已 有 相当 深入 的 认识 ,找到 了 大 量 静 电 的 和 电磁 的 线性 波动 
模式 ,掌握 了 它们 的 色散 关系 ,这 些 都 为 进一步 研究 等 离子 体 中 的 非 线性 波动 提供 
了 很 好 的 基础 . 

本 节 将 采用 等 离子 体 的 流体 模型 讨论 在 无 磁场 情况 下 两 个 最 重要 的 静电 振荡 
模式 ,一 个 是 高 频 运动 的 电子 等 离子 体 波 , 另 一 个 是 低频 运动 的 离子 声波 ,它们 都 
与 等 离子 体 电子 和 离子 之 间 的 电荷 分 离 有 关 , 因 此 需要 用 电子 和 离子 的 流体 方程 
与 麦克 斯 韦 方程 联 立 求解 来 分 析 这 些 模 式 的 运动 . 


2.3.1 等 离子 体 的 流体 描述 


在 流体 模型 下 中 ,由 中 性 粒子 或 带电 粒子 组 成 的 系统 被 看 做 是 由 分 立 流体 

元 组 成 的 介质 ,每 个 流体 元 包含 了 大 量 粒子 ,宏观 上 无 穷 小 微观 上 足够 大 ,对 流体 

元 中 微观 粒子 的 运动 作 统计 平均 ,可 定义 出 流体 元 的 密度 .速度 .压力 和 内 能 等 参 

量 , 它 们 都 是 时 间 坐 标 上 和 空间 坐标 x 的 函数 . 流体 元 质量 密度 p(x,t) 即 单位 体积 
流体 元 的 质量 随时 间 的 变化 满足 连续 性 方程 

Pry * (py) = 0, (2-48) 


这 里 vx, 四 是 流体 元 的 速度 , 它 随时 间 的 变化 与 流体 元 受到 的 作用 力 有 关 , 对 于 非 
黏 性 流体 ,在 拉 格 朗 日 表象 下 vOc OAR AT Ne 27] 75 6 


pZ =F- Vp. (2-49) 


式 中 Fy 是 单位 体积 流体 元 所 受到 的 作用 力 ( 如 重力 ,对 带电 粒子 流 还 有 电磁 力 )， 
Vp 是 压力 梯度 力 . 
方程 (2-49) 左 边 dv/dt 是 流体 元 总 的 加 速度 ,在 欧 拉 表象 下 它 由 两 部 分 组 成 


dy _ ov . - 
di ar" Vv, (2-50) 


其 中 ov /or RERE A ES AEA x A eB BE 随时 间 
的 变化 率 ,对 于 定常 流 有 3/at 一 0; 如 果 流 场 在 空间 上 非 均匀 ,即使 是 定常 流 , 同 一 
时 刻 在 空间 两 个 不 同 点 观察 ,所 看 到 的 流速 也 不 相同 ,由 这 个 原因 引起 的 加 速度 称 
为 对 流 加 速度 ,大 小 为 (v， VO v. 为 理解 对 流 加 速度 ,想象 通过 一 个 狭 罕 入口 处 的 人 
流 , 每 个 人 在 行走 过 程 中 都 会 感觉 到 越 来 越 拥挤 ,这 是 因为 流 场 空间 不 均匀 ,在 重 
直 于 流 的 方向 上 速度 大 小 自然 也 随 空间 变化 ,使 得 每 个 人 都 感觉 周围 行人 的 密度 
在 不 断 地 增加 . 

除了 连续 性 方程 (2-48) 和 运动 方程 (2-49) 之 外 ,流体 力学 方程 组 还 应 该 包括 
描写 流体 元 内 能 或 温度 随时 间 和 空间 变化 的 方程 . 对 于 无 黏 性 的 ,不 导热 的 理想 流 
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体 ,能 量 方程 可 由 状态 方程 蔡 代 ,后 者 给 出 流体 压力 p 与 密度 jp E EA 

po” = const. 2-51 
这 里 y 是 定 压 比 热 与 定 容 比 热 之 比 , 对 绝热 压缩 过 程 有 y=(D+2)/D, RE DE 
系统 自由 度 的 数目 ,对 等 温 过 程 有 y=1. 

对 于 普通 流体 ,连续 性 方程 (2-48) 、 运 动 方 程 (2-49) 和 状态 方程 (2-51) 组 成 了 
关于 密度 p, 速 度 v 和 压力 p 的 封闭 方程 组 ;对 于 等 离子 体系 统 通常 采用 二 流体 或 
多 流体 (如 人 尘埃 等 离子 体 ) 模 型 ,要 讨论 电子 流 和 离子 流 的 运动 ,作用 力 Fy 包括 等 
离子 体 中 的 自 洽 电 场 力 和 磁场 力 ,因而 电子 和 离子 的 流体 力学 方程 组 需要 与 麦克 
斯 韦 方程 组 联 立 求解 . 

WS REESE RH E BAN TEES 

1 8E 


vxB=4 "udi (2-52) 
—— 1 0B 

VXE ETE (2-53) 

V-B=0, (2-54) 

V » E = 4rp, (2-55) 


这 里 采用 了 高 斯 单位 ,c 为 真空 中 的 光速 ,os MI 分 别 是 等 离子 体 电荷 密度 和 电流 
假设 等 离子 体 由 电子 和 单 电 荷 离子 组 成 ,在 采用 二 流体 近似 时 , 令 电 子 和 离子 
流体 元 的 质量 密度 分 别 为 o. (x 0 = men. COx URB o (x = mini Gx 0 ,速度 分 别 为 
v, Gc UBI vi (xc 0 Sik Hom. 和 mi 分 别 是 电子 和 离子 的 质量 ,n。 和 分别 是 它们 
的 数 密度 , 则 等 离子 体 电荷 密度 为 
ba = elni Sn), (2-56) 
电流 密度 为 
J = envi —n.ve)s (2-57) 
e 是 电子 电荷 的 大 小 . 
这 样 ,关于 等 离子 体 电 子 和 离子 的 连续 性 方程 (2-48) ,运动 方程 (2-49) 以 及 状 
态 方程 (2-51) ,再 加 上 麦克 斯 韦 方 程 (2-52) — (2-55) ,一 共有 18 个 标量 方程 ,其 中 
方程 (2-54) 和 (2-55) 分 别 可 由 方程 (2-53) 和 (2-52) 取 散 度 导 出 ,因此 这 些 方程 构 
成 了 描写 电子 和 离子 的 质量 密度 popo EE von EJ popi 以 及 等 离子 体 电场 E 
和 磁场 B 总 共 16 个 未 知 标量 函数 完整 的 封闭 方程 组 ,可 在 一 定 约束 条 件 下 求解 . 


2.3.2 等 离子 体 的 介 电 函数 


在 普通 电介质 理论 中 ,假设 粒子 被 外 加 静电 场 极 化 时 电荷 位 移 的 大 小 正比 于 
场 强 ,由 此 引进 了 电位 移 矢 量 这 一 参量 , 它 把 介质 的 极 化 作用 包括 进 泊 松 方程 , 真 
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空中 不 再 有 自由 电荷 . 等 离子 体 也 是 一 类 电介质 ,与 绝缘 体 不 同 的 是 ,等 离子 体 带 
电 粒 子 相 对 自由 ,需要 考虑 带电 粒子 与 场 的 自 洽 运 动 . 

在 讨论 等 离子 体 的 介 电 性 质 时 ,无 论 采 用 流体 描述 还 是 统计 描述 来 分 析 带 电 
粒子 的 运动 "5 ,总 是 假设 系统 存在 一 个 平衡 态 , 对 其 作 微 扰 ,然后 再 取 微 扰 的 线性 
近似 ,如 在 静电 场 情形 ,用 这 样 的 方法 找到 电荷 密度 正比 于 场 强 , 将 泊 松 方程 
(2-55) 改 写 为 

V:-D=0, (2-58) 
EF D 为 电位 移 矢 量 ,定义 如 下 

D=e.E, (2-59) 
这 里 e 是 等 离子 体 的 介 电 函 数 , 它 已 将 等 离子 体 带 电 粒 子 的 作用 吸收 在 其 中 . 一 般 
地 ,等 离子 体 可 以 是 各 向 异性 的 (如 在 有 磁场 的 情形 ), 相 应 的 式 (2-59) 中 介 电 函数 
是 一 个 张 量 ,用 双 下 划 线 表示 . 

让 我 们 讨论 无 外 场 情况 下 一 维 冷 等 离子 体 的 介 电 性 质 . 假设 它 在 平衡 时 是 准 
中 性 的 ,离子 静止 ,电子 在 平衡 位 置 附近 受到 小 扰动 , 数 密度 和 速度 分 别 为 nix. 
=m tne (rst) ue (Ti) — va (rst) ,这 里 no 是 平衡 态 下 电子 和 离子 的 数 密度 , 电 
子 密度 扰动 引起 的 空间 电场 记 做 E(x;1), 设 波 数 为 的 扰动 模式 有 形式 
Xie 0 OXE X, — na va ,Ei), 代 入 方程 (2-48),(2-49) 和 (2-55), 近 似 到 微 扰 
的 一 阶 量 得 到 


— kon, 二 iknove = 0, (2-60a) 
— iw Mo Vey =— en, Ei, (2-60b) 
IRE, —— Amen; (2-60c) 
由 此 解 得 系统 的 色散 关系 为 
2 
ai EE 一 0， (2-61) 


它 的 解 就 是 等 离子 体 电子 的 振荡 频率 或 称 朗 缪 尔 频率 (Langmiur frequency) 
wp = Anne /m,. (2-62) 
这 就 是 说 ,即使 没有 外 周期 驱动 ,等 离子 体 电 子 也 会 自发 地 出 现 集体 振荡 ,电荷 分 
离 产 生 的 静电 力 总 是 力图 将 电子 恢复 到 平衡 位 置 , 而 惯性 力 却 阻挡 这 个 回复 过 程 ， 
集体 振荡 就 是 这 两 个 力 相 竞 争 的 结果 . 
色散 关系 C2-61) 用 介 电 函数 表示 就 是 


2 
elw) — 1— = o, (2-63) 
w 


i ost AA ERA, SP PRE TOO 就 给 出 了 系统 的 色散 关系 
e 一 0， (2-64) 
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它 决定 波 在 介质 中 的 传播 状态 . 

在 上 述 推导 中 ,制约 带电 粒子 运动 的 方程 中 的 非 线性 项 [例如 对 流 加 速度 
Cv V)v 这 一 项 , 见 式 (2-50)j 作 为 微 扰 的 高 阶 量 被 售 去 了 ,它们 的 贡献 没有 包括 
在 结果 的 介 电 函数 和 色散 关系 中 ,对 上 面 的 例子 做 这 样 的 近似 无 疑 是 合理 的 ,但 如 
果 系 统 受到 外 力 驱 动 , 其 内 部 模式 被 强烈 激发 , 非 线 性 项 的 贡献 完全 可 能 与 线性 项 
可 比 ,在 计算 介 电 函数 时 如 何 计 人 其 贡献 是 一 个 问题 . 

BAEK PE ww 决定 了 等 离子 体 局 域 电 中 性 被 破坏 的 特征 时 间 尺 度 . 等 离子 体 
中 的 这 种 集体 静电 振荡 模式 是 自发 的 ,任何 电磁 波 在 其 中 传播 时 必 将 受到 它 的 影 
响 . 当 有 外 来 电磁 波 时 ,等 离子 体 电子 迅速 响应 ,造成 电荷 分 离 ,而 电荷 分 离 形成 的 
自治 电场 又 力图 在 1/ww 的 特征 时 间 内 恢复 电 中 性 ,因此 ,对 于 频率 低 于 wo 的 电磁 
BiG ,等 离子 体 总 是 来 得 及 消除 其 影响 ,阻止 它 在 等 离子 体 中 的 传播 . 我 们 知道 ， 
地 球 60 km 以 上 的 大 气 层 都 处 于 部 分 电离 或 完全 电离 的 状态 ,电离 层 的 存在 正 是 
长 波 无 线 电 信和 号 不 能 穿 过 其 中 实现 传播 的 原因 . 虽然 频率 高 于 wo 的 电磁 波 允 许 在 
等 离子 体 介 质 中 传播 , 朗 缪 尔 振 荡 仍 然 可 以 部 分 改变 电磁 波 的 传播 性 质 ,使 得 它 具 
有 不 同 于 在 真空 中 传播 时 的 色散 行为 . 

让 我 们 讨论 电磁 波 在 等 离子 体 中 传播 时 , 它 的 运动 规律 与 在 真空 中 传播 相 比 
发 生 了 怎样 的 改变 .将 方程 (2-52) 和 (2-53) 结 合 ,利用 矢量 公式 VX(VX4)= 
V(V * A -V'A.f8 8 


VO, . E) — VE --58 — E oe, (2-65) 


其 中 电流 密度 J 由 式 (2-57) 给 出 ,在 忽略 离子 运动 时 , 它 完全 由 电子 运动 决定 . B 
设 无 磁场 的 冷 等 离子 体 ,只 考虑 电子 在 扰动 电场 E 作用 下 的 拌 动 , 速 度 为 


OVe __ e 


£E, (2-66) 
ot me 
利用 表达 式 (2-57) 以 及 方程 (2-66), 从 方程 (2-65) 的 线性 化 方程 得 到 
2 
VV .已 ) — VIE, =— ime g, 19 E, (2-67) 
mc c at 


对 电磁 波 这 样 的 横 波 ,上 式 左边 第 一 项 为 零 .考虑 空间 一 维 情形 ,假设 方程 (2-67) 
的 简 谐 波 解 有 形式 e" ,可 得 电磁 波 在 等 离子 体 中 传播 的 线性 色散 关系 为 
o! = kc Tu, (2-68) 
与 电磁 波 在 真空 中 的 色散 关系 (2-14) 相 比 , 可 以 清楚 地 看 到 等 离子 体 电子 振荡 的 
影响 . 电磁 波 在 等 离子 体 中 传播 的 相 速 度 为 
v, — Jc? F wlk (2-69) 
其 绝对 值 大 于 真空 中 的 光速 c, 但 群 速度 
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dw € 

dk JI + a. / ny 
小 于 ec. 在 这 个 实例 中 , 群 速度 小 于 真空 光速 的 预期 从 线性 色散 关系 得 到 了 验证 . 当 
然 , 这 个 结论 是 在 线性 波 近似 下 得 到 的 . 


2.3.3 电子 等 离子 体 波 


在 上 一 小 节 冷 等 离子 体 假 设 下 ,电子 密度 像 弹簧 振动 那样 围绕 平衡 位 置 运动 ， 
现在 假设 电子 流体 具有 一 定 的 温度 ,那么 热 压 力 将 迫使 电子 密度 振荡 以 波 的 形式 
在 系统 中 传播 . 让 我 们 导出 这 样 的 电子 等 离子 体 波 (electron plasma wave) 的 色散 
Bove | 

仍 假 设 离子 数 密度 ny = ns. 不 随时 间 空 间 改 变 . 电子 运动 服从 连续 性 方程 


Ug 


(2-70) 


on: EV e (nV) = 0, (2-71) 
在 热 压 力 p. 和 因 电 蓓 分 离 产 生 的 自治 静电 力 的 共同 作用 下 ,电子 的 运动 方程 为 
men + Cv Vv. |=— Vp. — en E. (2-72) 


SE-HAR BS RPK PRG A ae EE. =H 3: MARKEE 
(2-51) 49 Bi) 

Vp. = 3T. Vn. (2-73) 
其 中 T. 为 等 离子 体 电 子 的 温度 . 方程 (2-72) 中 电场 E 由 带电 粒子 运动 自治 地 决 
定 , 服 从 泊 松 方程 


V * E = 4xe(n—n.), (2-74) 
类 似 于 上 一 小 节 的 推导 ,在 线性 近似 下 得 到 各 扰动 量 满足 下 面 的 方程 
— lwna F iknove = Os (2-75a) 
iwnova —— SE, Li SETS, (2-75b) 
m, m. 
IRE, —— rena. (2-75c) 
由 此 解 得 线性 色散 关系 为 

Wi = wre + 3R Vine» (2-76) 


它 决定 了 系统 (2-71) 一 (2-74) 允 许 出 现 的 本 征 运动 模式 . XBL ye = VT. / FE 
子 的 热 速 度 , 朗 雇 尔 频率 we 已 由 式 (2-62) 给 出 . 

由 式 (2-76) 可 见 ,在 上 一 小 节 讨 论 的 冷 等 离子 体 极限 下 , 朗 缪 尔 振 荡 模 式 的 相 

度 变 为 零 ,电子 密度 振荡 不 能 传播 ,只 有 T0 的 热电 子 压 力 才 人 迫使 振荡 传播 ， 

形成 了 朗 缪 尔 波 . 由 式 (2-76) 可 知 , 朗 缪 尔 波 的 振荡 频率 在 电子 等 离子 体 频率 oos 
附近 ,由 于 电子 质量 轻 ,这 是 一 种 高 频 振荡 波 . 
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2.3.4 离子 声波 


等 离子 体 中 另 一 个 重要 的 运动 模式 是 离子 声波 (ion acoustic wave) 279 , tẹ 
与 离子 密度 振荡 密切 相关 . 为 讨论 它 的 运动 ,可 将 电子 和 离子 都 看 做 为 流体 ,离子 
流体 的 连续 性 方程 为 


Oni EN 
ET TV hd Cni vi) = 0, (2-77) 
无 磁场 时 离子 的 运动 方程 为 
Ov, __ om, 7 
min | Se + (v; V» |= Vpi Hen E, (2-78) 


其 中 户 是 等 离子 体 离子 的 压力 , 因 电 荷 分 离 造 成 的 自 洽 电 场 (x,t) 服 从 泊 松 方程 
(2-74). 在 离子 运动 的 慢 时 间 尺 度 下 ,必须 考虑 电子 的 运动 ,并 可 对 电子 采用 等 温 
状态 方程 ,有 比 热 比 7 二 1. 这 样 , 离 子 的 运动 (2-77), (2-78) 和 电子 的 运动 (2-71)， 
(2-72) 通 过 泊 松 方程 (2-74) 耦 合 , 构 成 封闭 的 方程 组 ， 

下 面 的 作法 与 导出 朗 织 尔 波 的 过 程 类 似 ,就 是 在 平衡 态 n (0) — n. C0 — m, 
v, (0) =v, (0) =0,E(0)=0 附近 作 小 扰动 ,得 到 关于 扰动 量 的 线性 化 方程 组 


ES Tono V * Ya = 0+ (2-79a) 
OYa — 
MeNg — T. Vra m en, E, 9 (2-79b) 
ot 
On p. Venu 一 0， (2-79c) 
at 0 i 
Ova — 
mino t =— y, Ti Vn t en E, (2-79d) 
V: E; = 4relna — na). (2-79e) 


因为 电子 质量 非常 小 ,在 最 低 阶 近似 下 ,其 运动 方程 中 的 惯性 项 meno PG HH 


项 相 比 可 以 忽略 ,得 到 
T. Vna + en, E; = 0, (2-80) 
这 相当 于 假设 电子 的 热 压力 与 自治 电场 力 在 瞬间 达到 了 平衡 ,在 离子 运动 的 时 间 
尺度 下 ,对 电子 运动 经 常 可 以 采用 这 样 的 绝热 近似 ,这 在 后 面 还 会 遇 到 |. 
将 各 扰动 量 假设 为 简 谐 波 的 形式 ,考虑 最 简单 的 冷 离子 CT; 一 0) 情形, 利用 关 
系 式 (2-80) ,在 一 维 空间 情况 下 得 到 
ikT .na + en; E) = 0, (2-81a) 
一 ien + Mov, = 0; (2-81b) 
一 iwmivu = eE,, (2-81c) 
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ibE, = Ane(n; — na). (2-814) 
由 式 (2-81) 有 非 零 解 的 条 件 ,在 长 波 近似 (k&<451) 下 得 到 wi 与 上 之 间 必 须 满足 下 
面 的 关系 
w — kT./m; = 0, (2-82) 
4 c£ T. m; ,最 后 得 到 
wi = key. (2-83) 
色散 关系 (2-83) 描 述 了 等 离子 体 中 以 离子 声速 o 传播 的 一 种 纵波 , 它 就 是 离子 

离子 声波 和 朗 缪 尔 波 都 是 电荷 密度 的 振荡 波 ,也 是 一 种 自治 静电 场 的 振荡 波 . 
产生 离子 声波 的 物理 机 制 与 朗 缪 尔 波 的 不 同 , 在 推导 朗 缪 尔 波 的 色散 关系 时 ,假设 
等 离子 体 离子 是 静止 的 ,电子 在 自治 电场 力 、 热 压力 与 惯性 力 竞争 下 形成 密度 振荡 
波 ; 而 在 离子 声波 中 ,局 域 电 中 性 被 破坏 是 因 离 子 被 扰动 造成 的 ,电子 比 离子 更 快 
地 响应 电场 的 变化 ,总 是 试图 恢复 电 中 性 ,不 过 它 的 热 压力 可 以 起 到 抗衡 自治 电场 
力 的 作用 ,使 得 电 中 性 不 能 得 到 完全 恢复 ,振荡 波 由 此 产生 . 在 离子 声波 中 ,直接 驱 
动 离子 运动 的 是 自 洽 电场 力 ,而 电场 力 叉 与 电子 热 压力 达到 瞬时 平衡 ,由 此 可 以 理 
解 , 为 什么 离子 声速 c. 二 VT./mi 依 赖 于 离子 的 质量 om, A BET 无 关 , 反 而 
依赖 于 电子 温度 T. ,即使 在 冷 离子 T, =0 极限 下 也 允许 离子 声波 传播 . 如 果 假 设 等 离 
子 体 离子 有 一 定 的 温度 ,基本 物理 图 像 不 变 , 只 是 色散 关系 (2-83) 需 要 做 一 点 修正 . 

色散 关系 (2-76) 和 (2-83) 都 是 在 扰动 的 线性 近似 下 得 到 的 ,如 果 等 离子 体 没 
有 受到 外 力作 用 ,它们 很 好 地 描写 了 系统 相应 的 本 征 运 动 ,如 果 等 离子 体 受 到 外 力 
驱动 ,那么 在 系统 的 各 种 本 征 模 式 ( 包 括 朗 缪 尔 和 离子 声 模式 ) 中 ,那些 接近 外 驱动 
频率 的 模式 最 容易 被 激发 , 当 模 式 的 振动 幅度 被 驱动 得 足够 大 时 , 非 线 性 效应 不 能 
再 被 忽略 . 这 里 所 说 的 非 线性 效应 主要 来 源 于 连续 性 方程 中 的 散 度 项 YY e Cw) A 
运动 方程 中 的 对 流 项 (v* V)v 等 ,在 本 节 所 作 的 近似 中 这 些 项 被 线性 化 或 完全 被 
忽略 了 . 

以 激光 与 等 离子 体 的 相互 作用 为 例 , 在 激光 人 射 到 非 均匀 等 离子 体 中 时 ,在 光 
电场 频率 等 于 电子 等 离子 体 频率 ww 的 亚 临 界 密度 附近 , 朗 廖 尔 振荡 模式 首先 被 激 
发 ,电子 随 着 外 电场 快速 抖动 ; 当 抖 动 的 振幅 足够 大 时 ,流体 方程 中 那些 非 线性 项 
开始 起 作用 ,例如 高 频 的 电子 振荡 会 通过 对 流 项 (v，V)v 的 非 线性 推动 一 个 低频 
的 平均 运动 ,而 后 者 可 处 于 离子 声波 的 响应 范围 .这样 , 等 离子 体 的 两 个 基本 静电 
振荡 模式 , 朗 缪 尔 波 和 离子 声波 ,将 发 生 看 合 ,第 三 章 将 会 对 此 作 进 一 步 的 讨论 . 物 
理 系统 中 出 现 非 线性 效应 可 以 有 各 种 缘由 ,对 那些 适 于 用 流体 模型 描写 的 系统 来 
说 ,最 重要 的 非 线 性 效应 正 是 流体 方程 本 身 所 蕴涵 的 . 在 下 一 章 中 ,通过 介绍 流体 
和 等 离子 体 中 几 个 重要 非 线 性 波动 方程 的 导出 过 程 , 我 们 会 了 解 这 一 点 ， 
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本 章 将 介绍 几 个 重要 的 非 线性 波动 方程 ,它们 分 别 描写 由 中 性 粒子 组 成 的 普 
通 流体 和 由 带电 粒子 组 成 的 等 离子 体 中 的 集体 运动 现象 , 流体 力学 方程 组 是 推导 
这 些 非 线性 波 方程 的 出 发 点 ,在 等 离子 体系 统 中 ,因为 带电 粒子 的 集体 运动 牵涉 到 
静电 或 电磁 场 的 运动 ,流体 力学 方程 组 还 不 完备 ,需要 与 麦克 斯 韦 方 程 组 联 立 
求解 . 

一 个 波动 系统 , 除 与 外 界 可 能 存在 的 能 量 交换 之 外 ,影响 其 动力 学 行为 最 重要 
的 内 部 因素 有 两 个 ; 一 是 它 的 线性 色散 性 质 ,一 是 它 可 能 的 非 线 性 . 因此 ,作为 物 
理 研究 ,首先 要 问 的 就 是 波动 模型 描写 了 怎样 的 色散 和 非 线 性 行为 . 本 章 将 说 明 ， 
正 是 基于 对 其 色散 性 质 的 追问 ,人 们 才 修 正 了 KdV 方程 ,建立 起 物理 上 更 合理 的 
描写 中 性 流体 长 波 运动 的 方程 .本章 接 下 去 将 介绍 的 一 些 非 线 性 波 方程 ,包括 几 个 
等 离子 体 漂 移 波 方程 和 描写 旋转 中 性 流体 中 波动 的 方程 ,都 具有 与 这 个 长 波 方程 
相同 的 线性 色散 行为 ,它们 的 非 线 性 项 也 同样 都 来 源 于 流体 力学 系统 内 豪 的 非 线 
性 性 质 ,只 是 在 不 同 物理 和 几何 条 件 下 表现 不 同 . 本 章 最 后 将 介绍 激光 在 等 离子 体 
中 的 一 个 传播 方程 , 它 与 苹 定 计 方 程 在 形式 上 的 相似 与 区 别 , 对 我 们 认识 非 线 性 波 
的 动力 学 非常 有 启发 . 

在 分 析 中 性 流体 系统 和 等 离子 体系 统 中 的 非 线 性 波动 时 ,人 们 发 现 了 一 个 十 
分 有 趣 的 现象 ,在 这 两 类 不 同 物理 系统 中 分 别 独立 导出 的 某 些 非 线 性 波 方程 ,竟然 
有 完全 相同 的 数学 形式 ,在 中 性 流体 中 这 些 方程 描写 的 是 重力 表面 波 ,而 同样 的 方 
程 在 等 离子 体 中 却 描写 带电 粒子 的 集体 运动 和 与 之 相关 的 静电 场 波动 ,性 质 不 同 
的 非 线性 波动 遵循 着 完全 相同 的 运动 规律 . 显然 ,这 样 的 一 些 非 线 性 波 方程 具有 更 
加 普遍 和 重要 的 物理 意义 ,它们 的 动力 学 性 质 也 理应 受到 特别 的 重视 . 


$3.1 流体 力学 方程 的 内 豪 非 线 性 
流体 力学 方程 组 具有 内 豪 的 非 线 性 性 质 ,这 一 点 特别 明显 地 表现 在 运动 方程 
(2-49) 中 ,在 欧 拉 表 象 下 该 方程 有 下 面 的 形式 
S (ye Vv = Fa — Ves (3-1) 


CHF, 是 作用 在 单位 质量 流体 上 的 力 ,o 为 质量 密度 . 我 们 看 到 ,等 号 左边 的 对 流 
项 (v，V)v 关 于 v 有 显 式 的 非 线 性 形式 ,除非 速度 场 是 空间 均匀 的 ,一 般 在 空间 某 
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点 的 流速 随时 间 的 变化 率 总 是 依赖 于 该 点 处 速度 本 身 的 大 小 和 方向 等 参量 ,因此 
非 线 性 对 于 运动 方程 (3-1) 来 说 完全 是 一 个 内 豪 的 性 质 . 
连续 性 方程 (2-48) 同 样 具有 内 豪 的 非 线性 ,将 方程 重新 写 出 如 下 


9 v. = - 
L +V. (ov) = 0, (3-2) 


在 空间 点 x 处 密度 ox 0 EAR EE o 本 身 在 这 一 点 的 状态 ,而 且 与 
当时 当地 流速 v(x,t) 有 关 , 除 v 等 于 常数 的 定常 流 外 ,流速 ?+ 一般 又 通过 运动 方程 
(3-1) 反 过 来 依赖 于 密度 o, 因 此 , 散 度 项 V， (py) 通常 包 含 了 非 线 性 效应 . 

在 实际 问题 中 流体 力学 方程 组 中 某 些 项 的 系数 也 可 能 引入 非 线 性 效应 ,例如 
内 能 或 温度 的 演化 常 与 热传导 或 辐射 有 关 , 而 热传导 系数 和 辐射 率 本 身 又 可 能 是 
温度 的 非 线 性 函数 . 不 过 相 比 而 言 ,这 一 类 非 线 性 效应 不 像 前 面 提 到 的 那些 更 具 深 
刻 的 物理 内 涵 , 就 我 们 关心 的 波 的 动力 学 而 言 ,那些 内 豪 的 非 线 性 性 质 显 得 更 加 重 
要 . 以 流体 满 流 为 例 , 人 们 早已 观察 到 它 有 许多 普 适 性 质 , 如 强 满 流 的 谱 函 数 在 很 
宽 的 范围 内 随 波 数 k 的 变化 遵循 替 律 (power law) 等 ”, 很 难 想象 这 些 普 适 规律 会 
出 自 不 同系 统 的 某 些 细节 ,相反 ,它们 应 该 源 于 那些 植 根 于 流体 力学 系统 本 身 的 非 

本 章 将 从 流体 力学 方程 组 出 发 推导 几 个 典型 的 非 线性 波 方程 ,推导 过 程 也 证 
实 了 上 面 的 分 析 , 它 们 中 的 一 些 非 线性 项 或 来 源 于 连续 性 方程 中 的 散 度 项 Y * Cov) 
或 可 追溯 到 运动 方程 中 的 对 流 项 (v，V )vr. 无 论 是 普通 中 性 流体 还 是 等 离子 体 流 
体 , 正 是 由 于 它们 都 有 内 豪 的 非 线 性 ,这 些 系 统 表现 出 异常 丰富 的 非 线 性 现象 ,成 
为 探索 非 线 性 波 的 动力 学 的 理想 体系 . 当然 ,除了 上 面 提 到 的 这 些 因素 而 外 ,系统 
的 几何 也 可 能 引入 新 的 非 线 性 效应 ,它们 对 动力 学 的 影响 也 不 可 小 视 . 不 过 在 本 书 
中 ,我 们 限于 分 析 周 期 边界 下 的 非 线 性 波动 现象 ,在 自然 界 这 类 边界 条 件 最 为 普 
遍 ,如 许多 恒星 和 行星 表面 流体 都 怖 于 这 类 情形 ,将 有 限 边 界 的 系统 周期 性 地 延 
拓 , 也 可 用 于 讨论 在 无 穷 大 空间 中 传播 的 波动 . 
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在 第 二 章 中 我 们 曾 直接 引用 了 KdV 方程 ,这 个 方程 是 为 解释 孤立 子 现象 建立 
的 .关于 孤立 子 是 如 何 发 现 的 故事 许多 人 都 耳熟能详 : 1834 EREA J. Scott. 
Russell 为 研究 小 船 运 动 ,在 Edinburgh-Glasgrow 一 条 狭窄 河道 边 骑马 行走 时 注意 
到 ,一 艘 由 两 匹 马 拉 着 迅速 行驶 的 船 突然 停止 后 ,在 船 头 前 堆积 起 的 水 头 形成 了 一 个 
光滑 水 包 , 它 离开 船体 以 每 小 时 8 一 9 mile( 英 里 ) 的 速度 行进 ,水 包 约 有 30 GERD’ 


x 1 mile=1 609. 344 m.l ft=0. 304 8 m. 
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Klf 高 ,在 运行 了 大 约 1 一 2 mile 的 距离 内 一 直 保 持 着 原来 的 形状 ,后 来 才 渐 渐 
A. 在 这 次 不 期 而 遇 之 后 ,发 现 者 对 这 个 后 来 被 称 为 孤立 子 的 现象 又 进行 了 一 
些 实 验 观 察 ,在 此 基础 上 1895 年 Korteweg 和 de Vries 在 浅水 波 (shallow water 
wave) 假 设 下 导出 一 个 非 线 性 波动 方程 ,成 功 地 解释 了 孤立 子 现象 ,这 个 方程 后 来 
以 他 们 的 名 字 命 名 ,被 称 为 Korteweg-de Vries 方程 或 简称 KdV 方程 .毋庸 置疑 ， 
KdV 方程 的 建立 对 人 们 认识 孤立 子 现象 起 到 了 历史 性 的 作用 , 它 是 一 个 最 著名 的 
JERAT ERU nn. 本 节 将 介绍 这 个 方程 是 如 何 从 流体 力学 方程 组 推导 出 来 的 ， 
在 了 解 方程 物理 背景 的 同时 ,我 们 也 将 看 到 ,推导 中 包含 的 近似 处 理 导 致 了 方程 在 
物理 上 的 一 些 重要 缺陷 . 

KdV 方程 描写 的 是 浅水 波 中 的 现象 ,所 谓 浅 水 波 是 指 波长 远大 于 水 深 ,上 且 振 
幅 远 小 于 水 深 的 波动 . 例如 ,普通 的 海上 风暴 潮 和 引起 海 哺 的 波浪 都 属于 重力 表面 
波 , 它 们 的 起 因 不 同 ,引起 海啸 的 波动 具有 浅水 波 的 特点 ,而 风暴 潮 则 属于 深水 波 . 
这 似乎 有 悖 于 我 们 的 直觉 ,不 过 看 一 下 数据 就 会 明白 : 引起 海啸 的 波动 在 靠近 海 
岸 之 前 浪头 并 不 高 ,典型 地 只 有 几 十 厘米 到 1 m, 波 长 却 达 10 一 100 km, 与 1 km Æ 
右 的 近 岸 海洋 深度 相 比 , 波 的 幅度 很 小 而 波长 非常 长 . 这 种 浅水 波 的 巨大 能 量 由 极 
高 的 波 速 携带 ,衰减 很 慢 , 这 一 点 也 容易 被 肉眼 所 忽视 ,在 海 哺 发 生 之 前 人 们 往往 
有 海上 “风平浪静 ”的 感觉 ,茫然 不 知 大 祸 将 临 . 相反 ,普通 风暴 潮 波长 的 典型 尺度 
是 100 m 左右 , 远 小 于 海洋 深度 ,其 浪头 却 可 高 达 7 一 8 m?". 


3.2.1 KdV 方程 的 导出 


下 面 我 们 将 考虑 在 未 扰 时 深度 为 ho 的 水 层 中 传播 的 浅水 波 55 ,波长 人 之 ji， 
水 层 高 度 的 扰动 Ahh — h H Ah Kho, WE 3-1 所 示 . 


-一 -一 一 一 


图 3-1 表面 波 示意 图 
对 于 这 类 浅水 波 人 六 和 AA RO ,可 以 忽略 没 垂 直方 向 的 速度 变化 . 进 一 
步 假设 运动 在 水 平面 Ory Wy 轴 方 向 均匀 ,只 考虑 沿 zx 轴 方 向 一 维 空间 的 流体 运 
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动 . 当 水 层 高 度 发 生变 化 时 ,对 流体 元 施加 的 压力 p 发 生 改 变 , 从 运动 方程 (3-1) 得 
到 流体 元 的 速度 v(x,w) 随 时 间 的 变化 满足 下 面 的 方程 
Ov ov, lop _ 
ot TUA p oc 9， 
因 水 层 高 度 变化 Ah 引起 的 压力 变化 为 Ap 二 pgAh, 这 里 g 是 重力 加 速度 ,上 式 
变 为 


(3-3) 


Qv, Qv, oh 


at T Y 3z T 8 3r = 0, (3-4) 
此 外 ,不 可 压缩 的 水 流 还 要 受到 连续 性 方程 (3-2) 的 制约 
eh 9 u 
Ór ts "I 0. (3-5) 


将 水 波 高 度 A 与 流速 v a Aha RB A AO). 用 dh/dv 乘 方程 (3-4) 
两 边 ,再 与 方程 (3-5) 相 减 ,化 简 后 得 到 


dh p jh, (3-6) 
du E 


将 上 式 代入 方程 (3-4) 得 


9v | (yt Sgn) 9* =0. (3-7) 
ot Or 
在 小 振幅 近似 下 有 
hw hy Sy = hy +. Iu, (3-8) 
du E 
代 人 方程 (3-7) ,精确 到 二 次 项 得 到 
QU, ov 3 Qv 


5 re Stiu 0. (3-9) 


式 中 o= gh, XX Hi leo 1 是 线性 波 沿 士 z 轴 方 向 的 相 速度 . 方程 (3-9) 已 显 式 
地 包含 了 关于 v 的 非 线 性 项 . 

让 我 们 限于 考虑 沿 十 + 轴 方 向 传播 的 波 ,约定 方程 (3-9) 中 co 之 0. 如果 忽略 非 
线性 项 ,在 余下 的 线性 方程 中 所 有 的 谐 波 都 具有 同样 的 相 速 度 w/k =c ,不 存在 色 
Bit. 因为 没有 色散 ,方程 (3-9) 中 非 线性 项 v3wv/93z 将 使 波形 发 生 如 图 2-2 那样 的 
蝴 变 ,在 波峰 前 的 流体 元 有 更 高 的 向 十 x 轴 方 向 运动 的 速度 ,波峰 后 的 流体 元 速度 
则 越 来 越 低 , 当 13v/3r| 趋 向 无 穷 时 , 波 速 v 出 现 空 间 奇 点 , 非 线 性 终 致 波 碎 发 生 ， 
为 了 解释 孤立 子 现象 ,需要 假设 系统 存在 一 定 的 色散 , 它 有 可 能 对 非 线 性 引起 的 波 
形 畸 变 起 到 平衡 作用 ， 

假设 介质 存在 弱 的 色散 , 相 速度 o/k 作为 波 数 & 的 函数 应 该 有 怎样 的 形式 呢 ? 
首先 相 速度 必须 是 & 的 偶 函 数 ( 奇 函数 对 应 的 不 是 色散 ) ,并 且 对 所 有 都 有 正 的 
相 速 度 , 以 保证 各 谐 波 均 沿 十 z 轴 方 向 行进 ,这 样 在 小 有 近似 下 不 失 一 般 性 可 以 假 
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设 相 速 度 有 下 面 的 形式 

w/k = co(l— k’/2k’), (3-10) 
这 里 A BCR PTE Ek? KZko) ,由 此 得 到 下 面 的 线性 色散 关系 

to — cok + c, E /2k = 0, (3-11) 


HEAR — io—9/8t ,ik 一 9/9x, 再 把 式 (3-9) 中 的 非 线 性 项 重新 加 进去 ,得 到 


Əv 9v , € 9", 3 dv _ - 
or ^E SS t Ze ge ~ (3-12) 


这 就 导出 了 描写 有 弱 色 散 和 非 线性 的 浅水 波 运动 方程 .在 适当 的 无 量 纲 化 变换 之 
后 ,方程 (3-12) 化 为 


3 
+, tv =0. (3-13) 


ot 8r ^ar Yar 
方程 左边 第 二 项 可 以 通过 变换 vx: 消去 ,上 式 变 为 
Əv , Ov ov _ E 
Sto =o (3-14) 


这 就 是 KdV 方程 一 般 常见 的 形式 ， 
3.2.2 KdV 方程 在 物理 上 存在 的 问题 


一 百 多 年 来 ,不 少数 学 家 和 物理 学 家 都 对 KdV 方程 做 了 深入 研究 ,发现 了 方 
BISA RNR? Oe. Bln, KdV 方程 有 孤立 子 类 型 的 解 "一 "(z 一 zt), 它 是 
一 个 以 常 速 u 运动 且 形 状 不 变 的 波 包 ,两 个 KdV 孤立 子 的 碰撞 是 弹性 的 ,碰撞 后 
仍然 按照 各 自 的 形状 和 速度 前 进 ,在 这 个 意义 上 人 们 常 说 孤立 子 很 像 一 个 粒子 . 前 
面 已 经 提 到 ,这 类 稳定 运动 的 波 包 首先 是 在 实际 流体 中 观察 到 的 ,而 KdV 方程 孤 
立 子 解 的 发 现 则 成 功 地 解释 了 这 一 现象 . 

KdV 方程 这 些 漂亮 的 特性 使 它 成 为 最 著名 的 非 线 性 偏 微分 方程 之 一 ,很 少 有 
人 对 它 在 物理 上 的 意义 有 所 怀疑 . 后 来 ,T. B. Benjamin,J. I. Borna 和 J. J. Mahony 
在 试图 证 明 KdV 方程 一 类 解 的 存在 性 时 遇 到 了 困难 ,这 类 解 定义 在 无 穷 大 空间 
(一 ceoyco) 中 并 有 非 周期 的 初始 条 件 ,由 此 他 们 觉察 到 这 个 方程 在 物理 上 有 某 些 缺 
陷 ,并 指出 KdV 方程 作为 研究 实际 物理 问题 的 模型 可 能 存在 的 问题 2 . 该 文章 中 
有 一 节 采 用 了 “KdV 方程 的 缺点 >"(Shortcomings of KdV equation) 这样 的 小 标题 ， 
认为 这 个 模型 并 不 适合 于 研究 长 波 问 题 (an unsuitably posed model for long 
waves). 不 过 他 们 的 观点 似乎 并 没有 受到 足够 的 重视 ,人 们 热 中 于 讨论 KdV 方程 
的 优美 数学 性 质 , 却 往往 不 关心 它 在 物理 上 是 否 合理 . 近 几 十 年 来 , 非 线性 问题 已 
经 越 来 越 多 地 进入 物理 学 家 ,化 学 家 其 至 生物 学 家 的 视野 ,在 处 理 复杂 现象 时 人 们 
发 现 线性 理论 能 解决 的 问题 十 分 有 限 , 非 线性 现象 包括 非 线 性 波动 成 为 不 得 不 面 
对 的 课题 . 在 这 种 情况 下 ,建立 物理 上 有 意义 的 恰当 模型 显得 尤为 重要 . 重 温 这 些 
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学 者 对 KdV 方程 的 批评 是 非常 有 益 的 . 

就 讨论 实际 物理 问题 而 言 ,KdV 方程 的 不 足 之 处 在 于 它 的 色散 项 . 从 前 面 的 
叙述 可 以 看 到 ,这 个 方程 不 是 在 流体 力学 方程 组 的 框架 下 自治 地 推导 出 来 的 ,在 推 
导 过 程 中 的 确 曾 运用 了 运动 方程 和 连续 性 方程 ,不 过 这 样 导出 的 方程 (3-9) 中 只 出 
现 了 漂移 项 Ov/Or 和 非 线性 项 ve v/ar,KdV 方程 (3-14) 中 非常 重要 的 色散 项 
Ov/dx* 是 通过 修正 方程 (3-9) 对 应 的 线性 波 色 散 关系 人 为 地 加 进去 的 .在 修正 色 
散 关 系 时 ,曾经 作 了 小 假设 (4* X245) ,而 在 实际 系统 中 .即使 在 长 波 占 优 的 情况 
下 ,高 即 短 波长 模式 也 可 能 在 运动 中 起 重要 作用 :如 在 向 满 流 转变 的 过 程 中 会 出 
现 能 量 级 联 (cascade), 即 出 现 从 长 波 向 短波 模式 转移 的 一 个 能 量 流 ;在 一 定 条 件 下 
能 量 还 可 能 出 现 逆 向 级 联 (inverse cascade) ,如 在 托 卡 马克 等 离子 体 ( 参 考 节 3. 3) 
中 就 可 出 现 这 样 的 过 程 , 它 导致 等 离子 体 中 出 现 长 寿命 大 尺度 的 结构 ,这 降低 了 洲 
流 引起 的 反常 输 运 车 22. 显然 ,在 导出 KdV 方程 时 采用 的 小 上 近似 ,已 经 事先 排除 
了 该 方程 应 用 于 这 类 问题 的 可 能 性 . 

事实 上 ,KdV 方程 作为 一 个 描写 长 波 运动 的 物理 模型 ,其 问题 不 仅 在 于 它 的 
适用 范围 ,还 在 于 方程 本 身 有 非常 深刻 的 缺陷 . 文 [24j 的 作者 指出 , 正 是 KdV 方程 
的 先天 不 足 使 得 他 们 在 证 明 一 类 解 的 存在 性 时 ,遭遇 到 难以 克服 的 技术 性 困难 . 

为 说 明 KdV 方程 存在 的 问题 ,回忆 在 推导 过 程 中 曾 作 了 线性 波 单 向 运动 (如 
十 z) 的 假设 ,小 上 近似 就 是 这 个 条 件 要 求 的 ,否则 若 &>>v2 训 ,根据 色散 关系 
(3-1D , 相 速度 将 变 号 ,这 就 破坏 了 线性 波 单 向 运动 的 假设 . 遗憾 的 是 ,在 小 上 假设 
下 得 到 的 方程 (3-13) 的 色散 关系 却 不 能 保证 所 有 谐 波 都 沿 十 x 方向 运动 . 忽略 方 
程 (3-13) 中 关于 vr,?) 的 非 线 性 项 ,得 到 简 谐 波 模 式 的 相 速 度 是 

w/k= 1—k. (3-15) 
SER WR kK EREA AY AE as / 0 3X 83 TI] gc B SE 
向 运动 假设 背道而驰 . 

更 为 严重 的 是 , 波 的 群 速度 

da, /dk = 1 — 3k’ (3-16) 
在 大 上 时 没有 下 界 , 这 就 是 说 ,小 尺度 结构 将 递 向 运动 且 速 率 无 上 限 . 这 一 结论 不 
仅 是 非 物 理 的 ,在 对 方程 作 数 值 计 算 时 也 会 出 现 问题 . 例如 ,即使 初始 时 假设 了 长 
波 结构 , 计 算 的 会 人 误差 也 不 可 避免 地 会 引入 小 尺度 结构 ,这 将 给 计算 带 来 麻烦 . 
此 外 ,为 保证 差分 格式 的 稳定 性 ,计算 中 空间 和 时 间 步 长 等 需要 满足 一 定 限制 条 
件 , 它 们 也 可 能 与 导出 Ka v 方程 时 假设 的 条 件 发 生 冲 突 . 

仔细 分 析 方 程 的 推导 过 程 ,可 以 清楚 地 看 到 ,KdYV 方程 之 所 以 存在 这 些 问 题 ， 
是 在 推导 过 程 中 将 高 波 数 截断 下 得 到 的 近似 色散 关系 (3-11) 直接 推 演 到 连续 空间 
所 造成 的 . 这 里 的 关键 步骤 是 把 ie 改写 做 3/67x, 经 过 这 一 步 代 换 , 就 从 模式 上 - 空 
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间 转 换 到 了 坐标 z- 空 间 , 而 在 连续 坐标 z- 空 间 中 模式 的 波 数 & 可 以 趋向 无 穷 大 ， 
这 破坏 了 原先 的 小 波 数 假设 ,造成 了 KdyV 方程 物理 上 不 合理 的 色散 行为 . 


3.2.3 正规 长 波 方程 


在 指出 KdV 方程 的 缺点 以 后 ,Benjamin 等 人 提出 了 一 个 新 的 模型 方程 来 描 
写 长 波 运动 2 , 它 有 下 面 的 形式 
9v , 8v dv dav 
ar ar "ax atox! 
代替 KdV 方程 (3-13) 中 的 色散 项 9 v/ax ,在 方程 (3-17) 中 起 色散 作用 的 是 时 间 
和 空间 的 混合 导数 项 9? v/orox* . 忽略 非 线性 项 后 ,得 到 系统 (3-17) 的 线性 色散 关 
系 为 


一 0. (3-17) 


an /k =1/(1+8?). (3-18) 
对 所 有 的 波 数 &, 由 式 (3-18) 决 定 的 相 速度 o/k 和 群 速度 deo, /dk 不 会 改变 符号 并 
且 都 是 有 界 的 ,这 就 避免 了 KdV 方程 那样 物理 上 不 合理 的 色散 行为 . 特别 是 , 群 速 
REBEL oOo FE ,表明 波动 解 中 的 小 尺度 结构 几乎 不 传播 ,这 正 是 一 个 物理 系统 
预期 应 有 的 性 质 . 一 般 在 初始 波形 的 设 定 或 者 数值 计算 中 总 难免 会 有 小 尺度 的 结 
构 出 现 , 如 果 像 KdV 方程 的 解 那样 ,尺度 越 小 的 空间 结构 传播 速度 越 高 ,这 在 物理 
上 是 不 可 想象 的 . Benjamin 等 人 将 方程 (3-17) 命 名 为 Regularized Long-Wave 7T 
程 ,可 译 为 正规 长 波 方程 ,意思 是 将 原来 描写 长 波 运动 的 KdV 方程 经 过 调整 ， 
使 之 在 物理 上 更 合理 . 根据 文 [24] 作 者 名 字 的 第 一 个 字母 ,一 些 文献 也 称 方程 
(3-17) 为 BBM 方程 . 
在 文 [24] 中 ,作者 还 讨论 了 受到 外 力 f(x, 人 驱动 的 BBM 方程 , 写 做 
9: o: tor Bor 
它 描写 在 一 定 初始 状态 v(x,0) 下 系统 对 外 力 f(z,t) 的 响应 . 作者 证 明了 方程 
(3-19) 的 解 和 方程 (3-17) 的 一 样 都 具有 存在 性 、 唯 一 性 等 数学 上 令 人 满意 的 性 质 ， 
建议 在 讨论 弱 色 散 介质 中 的 长 波 运动 时 采用 这 两 个 更 合理 的 模型 . 
令 人 鼓舞 的 是 ,对 于 在 非 均 匀 磁 化 等 离子 体 中 传播 的 漂移 波 , 可 以 在 一 定 条 件 
下 从 流体 模型 出 发 直接 推导 出 与 BBM 方程 形式 完全 一 样 的 波动 方程 ,在 等 离子 体 
物理 中 它 被 称 为 一 维 非 线 性 漂移 波 方程 . 在 下 一 节 中 我 们 将 给 出 它 的 推导 过 程 . 万 
为 重要 的 是 ,方程 中 混合 导数 项 3v/atarz: 在 推导 中 自动 地 出 现 , 无 需 像 上 面 导 出 
方程 (3-17) 时 那样 人 为 地 加 入 . 这 或 许 说 明 BBM 方程 有 相当 可 靠 的 物理 基础 ,可 
以 作为 讨论 长 波 问题 的 一 个 合理 模型 . 
除 一 维 非 线性 漂移 波 方程 外 ,在 更 高 维 的 非 均 匀 磁 化 等 离子 体系 统 中 还 导出 
过 一 些 形式 更 为 复杂 的 非 线性 波 方程 ,其 中 一 个 著名 的 方程 是 Hasegawa-Mima 7f 


= fis. (3-19) 
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JE, CA IR JE Cotice) Aii DLE. 人 们 惊讶 地 发 现 , 这 个 方程 与 旋转 中 性 流体 中 著名 
的 Charney 方程 也 有 相同 的 形式 ,后 者 有 所 谓 的 Rossby ARER. FERIE 
介绍 包括 这 些 方 程 在 内 的 儿 个 重要 等 离子 体 非 线性 波动 方程 . 在 中 性 和 等 离子 体 
流体 中 居然 导出 了 形式 上 完全 相同 的 非 线性 波 方程 ,这 说 明 两 个 物理 系统 中 的 波 
动 在 动力 学 上 是 共通 的 . 


$ 3.3 等 离子 体 和 中 性 流体 中 的 几 个 非 线性 波 方程 


本 节 将 介绍 几 个 著名 的 非 线性 波 方程 ,重点 是 在 不 同 假设 下 导出 的 形式 不 同 
的 非 线性 漂移 波 方程 .. 

让 我 们 从 托 卡 马克 (Tokamak) 等 离子 体 涡流 现象 说 起 ,这 些 现 象 与 漂移 波 的 
激发 有 关 . 托 卡 马克 是 有 环形 磁场 结构 的 一 类 受 控 热 核 聚变 装置 , 沿 它 的 大 环 ( 半 
径 为 R) 方 向 施加 有 主 磁场 B, 和 等 离子 体 放 电 电流 了 ,后 者 产生 沿 小 环 方向 的 角 
向 磁场 B,, 且 在 小 环 半径 7 处 角 向 磁场 强度 BoCr) 正 比 于 以 7 为 半径 的 小 圆 包 围 的 
电流 大 小 ,Bo(r) 与 B, 的 合成 磁场 形成 嵌 套 的 环 面 形状 ,每 一 个 环 画 都 由 一 根 螺旋 
形 的 磁力 线 缠绕 而 成 , 称 为 磁 面 ( 见 示 意图 3-20. 在 理想 情况 下 ,等 离子 体 带电 粒 
子 的 运动 被 约束 在 这 些 磁 面 上 . 


图 3-2 托 卡 马克 磁场 位 形 示 意图 


人 们 在 1976—1978 年 间 采 用 微波 和 激光 散射 测量 时 发 现 ,在 托 卡 马克 等 离子 
体 中 存在 一 种 小 尺度 的 密度 涨 落 , 它 所 引起 的 散射 谱 所 在 的 频率 范围 与 等 离子 体 
漂移 波 的 一 致 ,而且 频谱 非常 宽 , 将 谱 宽 记 做 Aw, 电 场 涨 落 的 特征 频率 记 做 (wo SE 
验 观察 发 现 有 Awl lw). 图 3-3 给 出 了 在 4 个 散射 角 0. 处 测量 的 微波 频率 谱 ,它们 
是 由 波长 1 在 0.4~-2.3cm 范围 内 的 密度 涨 落 散射 而 来 的 . 此 时 等 离子 体 洲 流 中 
粒子 密度 涨 落水 平 却 不 大 ,有 V/ On / tg « 1. 这 一 实验 结果 人 迫使 聚变 科学 家 重 
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新 思考 托 卡 马克 满 流 的 理论 解释 , 弱 淇 理论 曾 是 托 卡 马克 满 流 的 主导 理论 ,在 这 之 
RINE TAR. 
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图 3-3 在 托 卡 马克 实验 装置 上 测量 的 微波 散射 谱 ， 
纵 坐 标 正比 于 散射 微波 电场 强度 ,任意 单位 . ( 引 自 文 L[31]) 

实验 测量 早 就 发 现 , 托 卡 马克 等 离子 体 中 存在 反常 的 电子 热 输 运 , 在 很 长 时 间 
内 这 个 现象 一 直 令 人 迷惑 不 解 , 一 般 认 为 它 是 等 离子 体 微 观 不 稳定 性 引起 的 ,但 又 
RE AWE. 在 托 卡 马克 等 离子 体 中 ,漂移 波 是 低频 范围 内 重要 的 集体 
振荡 运动 ,在 这 个 频率 范围 中 测量 到 宽 的 散射 谱 这 一 事实 表明 ,这 类 集体 运动 是 引 
起 电子 反常 热 输 运 的 主要 原因 . 在 漂移 波 最 终 发 展 成 强 测 流 运动 的 同时 ,等 离子 体 
中 出 现 了 小 尺度 的 密度 涨 落 ,带电 粒子 在 这 样 的 随时 间 和 空间 无 序 变 化 的 汕 流 静 
电场 中 运动 时 所 受到 的 作用 力也 是 无 序 的 ,它们 有 一 定 几 率 被 电场 极 大 地 加 速 , 从 
系统 中 逃逸 ,从 而 造成 了 粒子 和 热能 的 集体 耗 散 . 在 托 卡 马克 这 样 的 稀薄 等 离子 体 
中 ,漂移 波 满 流 引 起 的 粒子 和 热能 的 集体 输 运 要 比 带电 粒子 二 体 碰撞 引起 的 输 运 
高 出 很 多 个 数量 级 ,与 前 者 相 比 ,后 者 对 输 运 的 影响 通常 可 以 被 忽略 . 

正 是 在 这 样 的 背景 下 ,对 于 非 线性 漂移 波 特 别 是 与 之 相关 的 济 流 现象 的 研究 ， 
受到 了 广泛 的 重视 ,迅速 地 发 展 起 来 . 在 微波 测量 结果 "发 表 后 ,很 快 就 有 学 者 提 
出 了 一 个 漂移 波 理论 模型 来 计算 电位 涨 落 的 谱 密 度 分 布 ,得 出 的 结果 符合 微波 散 
HAIER EERE", 而 对 漂移 波 的 深入 研究 ,正如 下 面 将 会 看 到 的 ,又 揭示 
出 它 与 中 性 流体 中 某 些 集体 运动 有 许多 相似 甚至 相同 的 规律 ““” ,这 一 事实 更 增 
强 了 人 们 研究 非 线 性 漂移 波 的 兴趣 , 希 费 通过 这 方面 的 探索 ,能够 加 深 对 洲 流 特别 
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是 强 洪流 运动 机 制 的 理解 , 故 对 漂移 波 研究 的 意义 已 经 远 远 超出 了 解释 托 卡 马克 
REBAR 


3.3.1 非 均匀 磁化 等 离子 体 中 的 漂移 波 


漂移 波 是 出 现在 非 均匀 磁化 等 离子 体 中 的 一 种 低频 波动 ,研究 表明 实验 观察 
到 的 托 卡 马克 等 离子 体 满 流 就 是 由 漂移 波 所 驱动 的 . 漂移 波 也 可 能 出 现在 自然 界 
其 他 一 些 等 离子 体系 统 中 ,如 太阳 或 其 他 恒星 等 离子 体 , 地 球 磁 层 等 离子 体 等 ,这 
些 等 离子 体 与 托 卡 马克 等 离子 体 一 样 都 浸 在 磁场 中 ,它们 的 密度 .温度 等 参量 一 般 
都 有 空间 梯度 ,这 种 宏观 不 均匀 性 提供 了 了 驱动 漂移 波 所 需要 的 自由 能 . 

在 进入 公式 推导 的 细节 之 前 ,让 我 们 先 在 图 3- 4 的 平板 几何 下 对 漂移 波形 成 
的 物理 机 制 做 个 唯 象 说 明 '*1. 图 中 外 加 均匀 磁场 Bo 垂直 于 纸 面 指向 外 ,等 离子 体 
压力 梯度 Vp 指向 一 zx 轴 方 向 . 如 果 只 考虑 电子 的 运动 ,平均 来 说 ,系统 一 定 会 产生 
一 个 沿 y 轴 方 向 的 电子 流 , 它 与 沿 = 轴 方 向 的 磁场 B。 相互 作 用 产生 洛 伦 兹 力 来 平 
f& if oc 轴 方 向 的 压力 梯度 力 . 这 个 流 携 带 着 扰动 场 一 起 运动 , 它 的 方向 就 是 电子 的 
抗 磁 漂移 速度 (diamagnetic drift speed) 88977 my”. 


a | T 


O x oe 
vp 


图 3-4 平板 几何 下 漂移 波 运动 的 示意 图 


在 图 3- 4 的 条 件 下 ,带电 粒子 主要 的 扰动 运动 是 所 谓 的 EX B 漂移 . 为 说 明 它 
的 机 制 ,我们 先 回忆 在 有 外 加 常 磁 场 B 的 等 离子 体 中 单个 带电 粒子 的 运动 轨道 "1. 
速度 为 v 的 带电 粒子 围绕 磁力 线 作 回旋 运动 ,回旋 半径 正比 于 粒子 的 切 向 速度 ,如 
果 此 时 带电 粒子 同时 又 受到 电场 EE 的 作用 ,那么 它 在 顺 电场 和 逆 电 场 运动 的 两 个 
旋转 半 周 中 将 受到 相反 方向 的 加 速 力 ,这 造成 粒子 的 旋转 半径 在 运动 中 反复 地 增 
加 和 减 小 ,总 的 效果 是 粒子 回旋 运动 的 导向 中 心 在 垂直 于 磁场 和 电场 的 方向 上 出 
现 漂移 . 这 就 是 带电 粒子 的 EXB 漂移 运动 ,漂移 的 大 小 和 方向 由 下 式 决定 "” 


EXB 
yE 一 B? M 


(3-20) 
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在 我 们 的 情况 下 没有 外 加 电场 ,但 等 离子 体 带 电 粒 子 的 集体 运动 总 会 产生 涨 
落 电 场 . 假设 初始 时 等 离子 体 有 压强 扰动 ,那么 系统 会 建立 起 扰动 电场 ,以 产生 
与 之 抗衡 的 静电 力 ,这 样 ,在 外 加 磁场 和 扰动 电场 的 共同 作用 下 带电 粒子 将 在 垂直 
于 磁场 的 方向 上 产生 EXB 漂移 ,如 图 3- 4 所 示 , 扰动 沿 电 子 抗 磁 漂 移 方 向 传播 ， 
形成 了 漂移 波 . 

EX B 漂移 之 所 以 特别 引起 重视 ,是 因为 所 有 带电 粒子 都 以 相同 的 速度 和 方向 
漂移 . 容易 说 明 ,粒子 的 质量 .电荷 量 以 及 电荷 的 正 负 号 等 因素 ,在 回旋 的 加 速 半 周 
和 减速 半 周 精确 地 互相 抵消 ,结果 漂移 速度 (3-20) 只 依赖 于 电场 五 和 磁场 召 , 而 与 
粒子 参数 无 关 . 因此 ,EXB 漂移 不 会 引起 电荷 分 离 ,带电 粒子 系统 也 就 不 会 产生 任 
何 静电 恢复 力 来 阻止 这 种 漂移 扰动 ,这 使 得 这 类 漂移 波 成 为 托 卡 马克 以 及 其 他 很 
多 等 离子 体系 统 中 最 重要 的 低频 波动 之 一 . 


3.3.2 由 等 离子 体 流体 描述 导出 漂移 波 方程 


由 于 考虑 的 物理 因素 各 有 不 同 ,在 文献 中 出 现 了 不 同形 式 的 漂移 波 方程 ,本 小 
节 将 首先 导出 带电 粒子 漂移 速度 的 表达 式 , 并 在 此 基础 上 介绍 推导 漂移 波 方程 的 
一 般 步 又 ,在 下 面 几 小 节 中 再 在 不 同 条 件 下 推导 形式 各 异 的 漂移 波 方 程 . 漂移 波 是 
一 种 低频 波动 .因此 需要 同时 考虑 离子 和 电子 的 运动 . 

质量 为 mi, 数 密度 为 no BHA e 的 离子 运动 方程 是 

Dr -- = Vp e Vet ev X B. (3-21) 
这 里 D/Dresa/8t + (v * VO «p, E 85 B8 T- Ve BET BRE SR p 是 等 离子 体 涨 落 电 场 的 
电位 ,已 取 真 空 光 速 一 1 ,并 假设 外 加 常 磁 场 沿 = 轴 方向 ,B 二 Bz. 

让 我 们 限于 讨论 低频 扰动 ,w<0, 3X BO, =eB/m; 是 离子 围绕 磁力 线 的 回旋 
频率 , 为 寻找 离子 在 冬 直 于 袖 场 方向 的 漂移 速度 ,暂时 忽略 Dv/Dt, 用 B LRH E 
(3-21) 两 边 , 注 意 到 BXOXD =v B ,就 可 以 得 到 垂直 于 磁场 方向 的 离子 速度 的 
最 低 阶 近似 


一 一 工 -l - 
v =— j VeX Bo us VP. X B. (3-22) 
v_ 包括 两 部 分 贡献 , 式 (3-22) 右 边 第 一 项 是 离子 的 EXB 漂移 速度 
v: =— We X B, (3-23) 


它 是 外 加 磁场 与 扰动 电场 共同 作用 的 结果 ,第 二 项 是 与 离子 压强 有 关 的 漂移 速度 
1 
n,eB? 


在 得 到 这 两 个 漂移 速度 时 ,忽略 了 离子 的 局 域 加 速度 9v/3t 和 对 流 加 速度 


VD 三 一 


Vp; X B. (3-24) 
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(v * VOv. BIA Jy tk 3 ECT E Bz 方向 上 离子 的 压力 梯度 力 、 静 电力 和 洛 伦 兹 力 
在 瞬间 达到 了 平衡 . 如 果 把 不 平衡 因素 考虑 进去 ,可 将 在 最 低 阶 近似 下 得 到 的 EXB 
漂移 速度 ve[ 参见 式 (3-23) 代入 运动 方程 (3-21) 的 左边 ,得 到 

] D 1 e 


-+ 2 p£ -~ 
B: pie B) mini VP. m, Ve "s (3723) 
FRU BIRIP EARE " [参见 式 (3-22)] 被 修正 为 
m, D o1 | 
y, = Be bi Y- Y nB e VAB R? Vo X B. (3-26) 


这 里 和 下 面 V_ 的 下 标 ” | ”表示 只 取 和 垂直 于 磁场 方向 的 分 量 . 与 式 (3-22) 48 
比 ,v PRR ve 和 vo 漂移 外 ,还 多 出 了 因 电 场 随 时 间 变 化 引起 的 漂移 项 
m, D 
Bee Dt 
称 为 极 化 漂移 , 它 包 括 来 自 0/9: 和 来 自 对 流 项 (vy，V) 的 两 部 分 贡献 , 即 vp = vs 十 
Voz ,它们 分 别 是 


Vp 一 一 


V_g (3-27) 
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ypl = 


Vio (3-28) 
和 


Vp? =- gg" VOV.g. (3-29) 


在 得 到 vps 表达 式 (3-29) 时 ,对 流 项 中 已 作 近 似 (v，V) 守 (vs * VD. 

我 们 知道 ,EX B 漂移 vs 不 会 引起 电荷 分 离 , 也 就 不 会 产生 阻止 漂移 运动 的 静 
电场 , 它 是 最 重要 的 一 种 漂移 运动 ,与 之 相 比 ,在 压力 梯度 Vbi 不 是 很 大 时 ,后 者 引 
起 的 漂移 v 可 以 忽略 . 这 样 在 讨论 离子 对 静电 场 扰动 的 响应 时 ,在 垂直 于 磁场 方 
向 上 有 三 个 重要 的 离子 漂移 运动 ,它们 分 别 是 : EXB 漂移 vs, 极 化 漂移 ve ve. 
其 中 最 重要 的 是 EXB 漂移 ,所 有 讨论 漂移 波 的 工作 都 计 入 了 这 个 基本 要 素 , 在 此 
基础 上 ,或 选取 不 同 的 极 化 漂移 ,或 考虑 其 他 一 些 物理 和 几何 因素 , 则 可 分 别 得 到 
不 同形 式 的 漂移 波 方程 . 

有 了 离子 的 漂移 速度 .再 利用 离子 运动 所 满足 的 连续 性 方程 

on +V (av) = 0. (3-30) 


在 磁场 B= Bz 的 情形 ,只 讨论 垂直 于 磁场 平面 上 的 漂移 运动 ,有 vv, EB ES 
切 时 ,离子 速度 将 会 有 一 个 小 的 平行 分 量 w ,在 节 3. 3. 5 中 将 考虑 这 个 情形 ), 式 
(3-30) 中 的 散 度 项 因此 变 为 Y1。(nivi ). 如 果 忽 略 Vpi 引起 的 漂移 ,通过 关系 式 
(3-26) 可 将 漂移 速度 v 表示 为 o 的 函数 , 若 在 离子 数 密度 n 与 之 间 也 建立 起 一 
定 的 关系 ,那么 从 连续 性 方程 (3-30) 就 可 以 导出 关于 扰动 电位 p GO EIA 
程 了 . 
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我 们 知道 , 因 离 子 数 密度 5€ 81 UL 38 Pr E R FH A HT, SH 
地 将 引起 电子 的 迅速 响应 ,因此 ,与 第 二 章 中 离子 声波 的 推导 一 样 ,这 里 讨论 离子 
漂移 引起 的 低频 运动 模式 ,必须 同时 考虑 电 于 的 运动 . 从 电子 运动 方程 ,忽略 洛 伦 
BAA 


Mn, us —— Vp. + neVe. (3-31) 


由 于 质量 轻 , 电 子 对 势 场 p(x, 刀 的 任何 变化 都 非常 敏感 ,在 离子 运动 的 时 间 尺 度 
上 ,可 忽略 方程 (3-31) 左 边 的 惯性 项 ,认为 电子 压力 梯度 力 Ve. 与 电场 力 neVe 
在 瞬间 达到 平衡 分 布 ,这 就 是 在 第 二 章 中 讨论 离子 声波 时 采用 过 的 绝热 电子 近似 . 
由 此 得 到 ,电子 数 密度 n 对 于 电位 的 任何 变化 将 立即 按 玻 尔 兹 曼 规 律 重新 分 
布 为 

n, 2x n, (xdexpleg/T(x) |. (3-32) 
这 里 n 是 未 扰 等 离子 体 ( 电 子 和 离子 ) 的 数 密度 , T(x) 是 等 离子 体温 度 . 如 果 电 场 
扰动 幅度 不 太 大 ,可 假设 电子 的 响应 是 线性 的 ,有 


n, 2 mno(Cz)LL 十 ep/TCx) ]. (3-33) 
另 一 方面 ,等 离子 体 中 因 电 荷 分 离 产生 的 静电 场 由 泊 松 方程 描写 
Vg = Ane(n, — n). (3-34) 


TJ EIE EZ; ER C3- 340 BREA Gr ra T B9 SER 24 89 33 fi (3-320 KE BS EX YE ICI C3-33), 
可 以 在 离子 密度 n 与 电位 e 之 间 建 立 起 联系 . 作为 最 低 阶 的 近似 ,也 可 以 认为 在 
所 考虑 的 低频 运动 时 间 尺 度 下 ,电场 力 总 是 将 等 离子 体 很 好 地 保持 在 准 中 性 状态 ， 
因此 有 

n, Fe Ne. (3-35) 
这 样 ,根据 准 中 性 条 件 (3-35) 再 加 上 电子 密度 n 8894) d (3-32) BK (3-33) ,也 可 以 
在 离子 密度 n 与 涨 落 电位 p 之 间 建 立 联系 . 

无 论 采 用 哪 种 方式 ,都 可 将 离子 密度 n ODB pCx, 人 站 的 函数 ,代入 连续 性 
方程 (3-30), 该 方程 中 出 现 的 离子 速度 v 则 可 以 近似 取 做 它 的 漂移 速度 v. [参见 
式 (3-26)], 后 者 也 都 是 p(x,) 的 函数 (忽略 压力 梯度 项 ) ,这 样 ,我 们 就 可 以 导出 因 
离子 漂移 运动 引起 的 静电 势 p 随时 间 : 和 空间 x 演化 的 方程 , 即 漂移 波 方 程 . 
3.3.3 一 维 非 线性 漂移 波 方程 

按照 上 面 推导 漂移 波 方程 的 一 般 步 又 ,让 我 们 首先 导出 与 BBM 方程 (3-17) 形 式 
相同 的 方程 , 即 等 离子 体 物理 中 的 一 维 非 线 性 漂移 波 方程 . 为 此 目的 , 仍 假设 在 x 轴 
方向 有 常 磁场 B= Bz, 等 离子 体 在 工 轴 方 向 压强 是 非 均 匀 的 , 非 均 匀 性 不 仅 来 自 未 扰 
等 离子 体 数 密度 n, 的 梯度 wm — | dm |x, 还 来 自 它 的 温度 梯度 VT 一 E 


X, 
dx 
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这 里 已 假设 电子 和 和 离子 温度 相等 . 在 这 样 的 条 件 下 ,只 需 讨论 带电 粒子 在 垂直 于 磁 
场 平面 中 的 运动 . 在 推导 过 程 中 , 除 必 不 可 少 的 ExXB 漂移 速度 ve 外 ,还 计 入 了 极 
化 漂移 速度 中 的 vo, 部分， 


将 离子 的 连续 性 方程 
Vi ny) = 0 (3-36) 
左边 的 散 度 项 改写 为 
Vie Ci 一 Vi 十 iiYV Ye’ (3-37) 


其 中 垂直 速度 v, 可 近似 用 它 的 漂移 速度 替代 , 即 有 vv 二 ve 十 vp, 利用 ve 的 表达 式 
(3-23) I ve BÉ] E 35S (3 - 28) , 则 式 (3-37) 右 边 第 二 项 近似 为 


V, oxB 1 ə 
B? QB ot 


no Vit Wet m) = ny Vis ( Vi «)- (3-38) 


因为 
V. (V eX BD — B-(V,XVig) —Vi ee (VIXB) 一 0，(3-39) 
式 (3-38) 的 贡献 仅 为 
oma 
QB ot 
我 们 看 到 ,这 正 是 我 们 期 望 的 时 间 与 空间 的 混合 导数 项 . 
再 计算 式 (3-37) 右 边 第 一 项 ,其 中 v 可 用 ve[ 参 见 式 (3-23)j] 近 似 ,而 忽略 极 
化 漂移 ve 的 贡献 ,因此 有 
Viney mu Von pxXB), (3-41) 


根据 准 中 性 条 件 (3-35) 有 nin. ,再 假设 绝热 电子 对 静电 势 o 有 线性 啊 应 (3-33)， 
可 将 式 (3-41) 右 边 的 离子 密度 n 表示 为 涨 落 电位 p 的 函数 


n 5j nf GO 1+ AES | (3-42) 


这 里 T(x) 是 等 离子 体 ( 电 子 和 离子 ) 的 温度 . 考虑 到 未 扰 等 离子 体温 度 T(x) 和 密 
E no。(7x) 是 空间 非 均 匀 的 , 式 (3-41) 这 一 项 变 为 


vn 
式 中 上 标 “ “表示 d/dz, 在 导出 式 (3-43) 时 ,已 对 其 中 非 线性 部 分 采用 了 1ap7ay| 
>|ag/oxr| 近似 . 

利用 式 (3-42) 并 将 散 度 项 (3-37) 的 两 部 分 贡献 式 (3-40) 和 (3-43) 一 并 代入 连 
续 性 方程 (3-36) ,得 到 


eB mi 2 \0@ moe | eT 
Tav) | 


Vig (3-40) 


(3-43) 


og 
= 0, (3-44) 
at n, OY T T? ay 
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4 p. 三 c./02, 这 里 c. 一 (T/m;) “是 离子 声速 ,导出 无 量 纲 涨 落 电位 $= 二 ep/T 满足 
如 下 形式 的 方程 5 


一 gl V. ) PÉ exe «Ps LEER =0, (3-45) 


这 是 在 等 离子 体 物理 中 常见 的 方程 形式 , 式 中 
Kk, =— (dno/dzx)/no, wr —— CdT/dx)2/T. 

方程 (3-45) 描 写 的 是 具有 密度 梯度 和 温度 梯度 的 非 均匀 磁化 等 离子 体 中 因 带 
电 粒 子 漂移 引起 的 涨 落 电 场 $ 随 时 间 和 空间 的 变化 ,其 中 含 3$/3y 的 项 来 自 EXB 
漂移 , 它 的 系数 给 出 了 静电 波 沿 y 轴 的 漂移 速度 ,来 自 极 化 漂移 vp 的 是 时 间 和 空 
IB HE & SRS v^ $, 由 于 温度 有 空间 梯度 ,EXB 漂移 还 带 来 一 个 非 线 性 项 
$O$ /Oy. 

对 方程 (3-45)? 中 的 时 间 和 空间 变量 进一步 作 无 量 纲 化 变换 : (M cs IV 
pn!) Vic FEAR BE do yo $E pe Heer / es 为 密度 梯度 与 温度 梯度 的 特征 尺度 之 比 ， 


再 假设 13$/3y| 污 138/3x|, 方 程 简化 为 空间 一 维 形式 ,将 坐标 y 改写 为 x ,最 后 
得 到 


+ 
方程 (3-46) 与 BBM 方程 (3-17) 的 形式 完全 一 致 ,特别 是 其 中 的 时 间 和 空间 混 
合 导 数 项 一 9:$/919x? 与 BBM 方程 中 的 如 出 一 加 , 不 过 方程 (3-46) 中 这 一 项 是 直 
接 从 等 离子 体 流体 基本 方程 导出 的 , 它 源 自 于 带电 粒子 的 极 化 漂移 vo. 由 于 混合 
导数 项 的 存在 ,方程 (3-46) 自 动 给 出 了 线性 色散 关系 (3-18) , 它 正 是 文 [24] 的 作者 
从 物理 上 考虑 提出 的 一 个 合理 色散 形式 . 需要 强调 的 是 ,3;$/93197x” 这 一 项 的 系数 
是 负 定 的 , 它 是 推导 方程 (3-46) 自然 得 到 的 结果 ,不 依赖 于 无 量 纲 化 参数 的 选择 
(方程 左边 后 两 项 可 因 无 量 纲 化 参数 的 选择 改变 符号 ). 混合 导数 项 的 负 定 系数 正 
是 BBM 方程 和 一 维 韭 线性 漂移 波 方程 在 数学 上 稳定 所 必需 的 , 若 这 一 项 的 系数 为 
正 ,从 方程 得 到 的 线性 相 速 度 (3-18) 将 变 为 &/(1 一 如 ) , 它 在 波 数 & 空 间 有 奇 点 , 导 
致 方程 不 稳定 ,好 在 这 个 问题 不 会 真 的 在 物理 上 发 生 . 
BBM 方程 (3-17) 是 中 性 流体 在 长 波 假设 下 导出 的 重力 表面 波 满足 的 一 个 方 
程 ,一 维 非 线性 漂移 波 方 程 (3-46) 是 在 低频 假设 下 导出 的 非 均 匀 磁 化 等 离子 体 中 
涨 落 静 电场 的 波动 或 者 带电 粒子 密度 涨 落 的 集体 运动 满足 的 方程 .等 离子 休 由 的 
波动 不 像 表面 波 那 样 容易 直接 用 肉眼 观察 ,在 测量 漂移 波 引起 的 等 离子 体 河流 时 ， 
需要 采用 微波 和 激光 等 手段 . 尽管 两 种 波动 在 性 质 上 有 如 此 巨大 的 差异 ,它们 的 运 
动 规律 却 惊人 地 一 致 . 这 个 事实 提供 了 一 个 例证 ,说 明 不 同 物理 系统 中 ,制约 粒子 
的 集体 运动 可 能 存在 着 一 些 共 同 的 规律 ,也 许 , 更 多 这 样 的 规律 在 等 待 我 们 去 寻 


一 0. (3-46) 
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找 ; 这 个 事实 也 表明 ,BBM 方程 或 一 维 非 线 性 漂移 波 方 程 在 物理 上 有 内 在 的 合理 
性 ,无 论 用 于 描写 流体 力学 中 的 长 波 或 是 等 离子 体 中 的 低频 漂移 波 , 它 都 是 一 个 重 
要 物理 模型 , 较 之 KdV 方程 , 它 的 非 线性 动力 学 更 加 值得 我 们 去 深入 探究 . 

除了 在 节 3.2.2 中 已 经 指出 的 之 外 , BBM 方程 和 一 维 非 线性 漂移 波 方程 与 
KdV 方程 还 有 一 些 重要 差别 ,例如 ,在 KdV 方程 中 也 可 以 加 上 类 似 于 方程 (3-46) 
中 正比 于 o¢/o7 的 漂移 项 ,不 过 它 总 可 以 通过 伽 里 略 变换 被 消除 ,在 动力 学 上 不 起 
实质 性 的 作用 . 而 同样 的 变换 却 不 能 将 一 维 非 线 性 漂移 波 方程 (3-46) 中 的 漂移 项 
消除 ,这 一 项 对 系统 的 动力 学 性 质 起 到 举足轻重 的 作用 . 关于 这 一 点 ,我 们 在 后 面 
讨论 以 方程 (3-46) 为 基础 建立 的 动力 学 模型 时 可 以 看 得 更 清楚 . 

此 外 ,方程 (3-46) 在 可 积 性 (integrability) 方 面 与 KdV 方程 也 表现 出 差异 ,有 
关 问 题 将 在 第 七 章 中 讨论 . 简 而 言 之 , KdV 方程 拥有 无 穷 多 个 运动 积分 来 约束 它 
的 轨道 运动 , 它 是 一 个 可 积 (integrable) 系 统 ,只 存在 时 间 和 空间 上 有 规 的 相干 波 
动 解 ;而 一 维 非 线性 漂移 波 方程 (3-46) 很 可 能 不 是 完全 可 积 的 , 它 没有 足够 的 运动 
积分 来 约束 无 穷 维 相 空间 中 的 轨道 ,因此 允许 有 随时 空 复杂 变化 的 波动 解 , 在 动力 
学 上 较 之 KdV HEA BERNA RUM. 


3.3.4 Hasegawa-Mima 方程 


除 一 维 非 线 性 漂移 波 方程 (3-46) 外 ,还 有 很 多 工作 考虑 高 维 空间 中 的 漂移 波 
运动 "1, 描写 漂移 波 在 垂直 于 磁场 平面 上 运动 最 著名 的 非 线 性 波 方程 是 长 谷川 
X S8 (Hasegawa-Mima) 7j $27 79* ,在 推导 这 个 方程 时 , 除 EXB 漂移 和 极 化 漂 
E vw 的 作用 之 外 ,还 包括 了 veo; 的 影响 ,后 者 带 来 了 非 线 性 效应 . 我 们 记得 , 方 
程 (3-46) 中 的 非 线 性 项 是 由 等 离子 体 的 温度 梯度 引起 的 ,这 个 作用 没有 被 包括 在 
Hasegawa-Mima 方程 中 . 

与 上 一 小 节 类 似 , 在 推导 中 要 将 离子 连续 性 方程 (3-36) 的 散 度 项 中 的 离子 速 
度 用 其 漂移 速度 近似 ,不 过 这 一 次 漂移 速度 取 做 vedo vo iX HE yp 三 vpi tom. 利用 公 
式 (3-23),(3-28) 和 (3-29) ,连续 性 方程 (3-36) 中 的 散 度 项 变 为 


Vie fn, (ve top l= V. ° lm v. gx B 


n 9 
| . . -4 
aga Vete vov. e|] (3-47) 


与 式 (3-38) 相 比 , 式 (3-47) 中 只 增加 了 与 vw 有 关 的 项 , 它 是 


Ln E Mo " 7 * 
-gpV- les VOV. ele op V- (XV. ep VV. 9 
= No EA gl» (3-48) 


— ap 
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这 里 已 利用 泊 松 括号 
| oAOB BoA _ 
[A.B] Ər Oy Ox Əy 
在 上 一 节 中 已 经 计算 了 式 (3-47) 中 与 中 和 vp: 有关 的 项 [分 别 见 式 (3-43) 和 
(3-40)], 这 里 无 须 重新 计算 ,只 需 将 ve 和 ve 的 贡献 以 及 式 (3-48) 一 起 代 和 人 连续 
性 方程 (3-36) ,去 掉 温 度 梯度 的 作用 ,类 似 于 上 一 小 节 的 推导 ,对 无 量 岗 8% 一 ep/ 工 
得 到 


ze(V_AXV_ EB). (3-49) 


2 2 a a 3 2 - 
L1 - a v! 195 + preven SF pie DS" g] 一 0. (3-50) 
在 适当 的 无 量 纲 化 下 ,得 到 
90$ a ,op 2 - 
ar 57 Pru [$.V. $] = 0. (3-51) 
这 里 vlv = cor) dé IR RE. 
方程 也 可 以 写 做 下 面 的 形式 
90$ Oo gi, ag, 2 的 一 - 
EY aV rtuz z-[V_ $xV V. $]—0. (3-52) 


Ji 8 (3-510 aR (3-520 RH EE SE Y AY Hasegawa-Mima Jj R79 9 . dg s 
3. 3. 6 中 我 们 将 介绍 ,对 旋转 中 性 流体 的 Rossby 涡 旋 可 以 导出 形式 与 之 相同 的 方 
gi. 这 个 方程 与 方程 (3-45) 相 比 , 同 样 有 正比 于 3g/ay 的 一 项 , 它 描 写 线 性 波 向 y 


轴 方 向 的 漂移 ,混合 导数 项 多 Vv $ 也 是 相同 的 , 它 对 系统 线性 色散 行为 起 了 关键 


VE F8. 两 个 方程 有 这 些 相 同 点 当然 不 足 为 奇 ,因为 它们 本 来 分 别 都 是 计 人 了 离子 漂 
移 速 度 ve 和 mw 推导 出 来 的 . 方程 (3-51) 或 (3-52) 与 方程 (3-45) 相 比 差 别 在 于 它 
们 的 非 线 性 项 ,方程 (3-45) 的 非 线 性 项 与 有 温度 梯度 时 的 EXB 漂移 有 关 . 而 方程 
(3-51) 或 (3-52) 的 非 线性 项 则 来 自 于 极 化 漂移 速度 ves , 它 是 离子 运动 方程 中 对 流 
hiv» VOv 的 贡献 ; 除 来 源 不 同 外 ,方程 (3-45) 的 非 线 性 项 已 近似 为 一 维 空间 的 ， 
但 方程 (3-51) 或 (3-52) 的 非 线性 项 却 不 可 能 作 这 样 的 简化 ,从 泊 松 括号 L%,V- g] 
的 表达 式 (3-49) 可 以 看 到 ,Hasegawa-Mima 方程 描写 的 是 漂移 波 在 垂直 于 磁场 的 
二 维 (z,y) 平 面 上 的 运动 ,研究 表明 ,这 个 方程 以 及 等 离子 体 很 多 方程 ,如 剪 切 
Alfvén 漂移 波 等 ,都 有 涡 旋 解 “…” ”5 . 
3.3.5 与 离子 声波 耦合 的 漂移 波 方程 

以 上 两 小 节 都 假设 了 等 离子 体 中 有 沿 z 轴 方 向 的 常 磁场 ,实际 情况 有 时 还 要 
更 复杂 些 . 前 面 已 经 知道 , 托 卡 马克 环形 装置 沿 放 电 的 大 环 方向 有 一 个 外 加 的 强 磁 


场 B, ,同时 放电 电流 又 产生 沿 小 环 方向 的 角 向 磁场 肪 (~), 因 此 合成 磁场 的 磁力 线 
B, 十 B,(r) 像 螺旋 线 那样 缠绕 成 二 维 环 状 . 由 于 角 向 磁场 沿 半径 7 从 中 心 向 外 逐渐 
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增加 ,如 果 在 小 半径 上 相 邻 两 点 > 和 > 十 Ar 处 观察 ,它们 的 磁力 线 方向 之 间 有 一 个 
小 的 夹 角 ,这 就 是 所 谓 的 磁 剪 切 (magnetic shear). 如 果 没 有 磁 剪 切 , 带 电 粒 子 的 漂 
移 运 动 被 限制 在 垂直 于 磁场 的 平面 上 ,在 有 磁 剪 切 的 情况 下 ,漂移 速度 将 出 现 一 个 
平行 于 磁场 方向 的 小 分 量 . 这 样 ,可 将 漂移 速度 写 做 "一 " 十 w ,这 里 下 标 * J ”和 
“H ”分 别 表 示 垂 直 和 平行 于 磁力 线 的 速度 分 量 , 有 1yy | 之 1v_ 1. 下面 我 们 将 看 到 ， 
由 于 速度 的 这 个 平行 分 量 , 在 垂直 于 磁场 平面 上 的 漂移 波 运动 将 与 沿 磁 力 线 的 离 
子 声波 耦合 ,使 得 漂移 波 实际 上 变 成 了 空间 三 维 的 运动 ， 

当 离子 速度 存在 平行 分 量 时 ,连续 性 方程 (3-36) 中 的 散 度 项 写 做 YY， Ov) = 
Va Cay HV; * ayy) i any 为 沿 平 行 方向 的 离子 流 密度 ,离子 的 连续 
性 方程 变 为 


or Vi Ji V ot[nGg-- v2] = 0. (3-53) 
从 离子 的 运动 方程 
Y L (ye y)v =— | Vp — 2 Ve Sy X B, (3-54) 
ot min mi; mi; 
18 3| TE3ETT 7; MM J 由 下 面 的 方程 制约 
a lo p vie Qg VJ = 0. (3-55) 
ot m, m, 


上 式 左边 含 Vs p, 和 V e 的 两 项 分 别 描写 在 平行 于 磁力 线 方 向 上 离子 的 压力 梯度 
和 电场 力 的 作用 ,在 第 二 章 中 我 们 已 经 知道 ,它们 构成 了 驱动 离子 声波 的 两 个 要 
素 , 因 此 ,如 果 没 有 左边 最 后 一 项 ,方程 (3-55) 描 写 的 是 沿 磁 力 线 方向 传播 的 离子 
声波 , 它 通过 静电 场 p(x,0) 与 在 垂直 磁场 平面 上 的 漂移 波 运动 耦合 ;左边 最 后 一 项 
Ge * V ) 上 来 自 离子 运动 方程 对 流 项 (*，V)v 中 平行 分 量 的 贡献 ,其 中 括 弧 中 的 
离子 速度 v 已 用 漂移 速度 ve 近似 . 这 样 , 在 有 磁 前 切 的 位 形 下 ,系统 的 运动 需要 由 
方程 (3-53) 和 (3-55) 联 立 描述 . 

类 似 于 前 面 的 推导 ,应 用 准 中 性 条 件 和 绝热 电子 近似 ,可 以 将 离子 密度 n; 用 
涨 落 电位 o 表示 ,从 方程 (3-53) 和 (3-55) 可 以 导出 涨 落 电位 e 和 平行 流 的 大 小 J 
满足 的 方程 组 ,这 里 我 们 略 去 推导 过 程 , 直 接 将 它们 的 无 量 纲 形 式 写 成 


og 93 y: i, OF — 2 l= . 

ar aV- $+ ac 十 3 [Vv $j = 0,， (3-56a) 
ao. , a¢ - 
Ziy „JJ = 0. 3-56b) 
2r +5, 7U8 Ji]=0 (3-5 


在 没有 平行 流 J 时 ,关于 $ 的 方程 就 是 Hasegawa-Mima 方程 (3-51) ,我 们 记 
得 , 它 描写 垂直 于 磁力 线 平 面 上 的 漂移 波 运动 ,有 涡 旋 解 : 方 程 组 (3-56) 中 的 两 个 
方程 通过 线性 项 3Ji/az 和 ay/az 相互 耦合 ,漂移 波 的 能 量 可 以 通过 耦合 流向 平行 
于 磁力 线 的 方向 ,推动 离子 声波 , 反 过 来 离子 声波 的 能 量 也 可 以 馈 人 漂移 波 ; 除 通 
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过 两 个 线性 项 耦合 而 外 ,离子 声波 还 可 以 通过 非 线 性 项 [g,Ji 门 与 漂移 波 发 生 能 量 
交换 ,对 漂移 波 运动 起 调节 作用 . 在 磁 剪 切 位 形 下 方程 (3-56) 出 现 的 这 些 耦 合作 用 
使 得 漂移 波 能 量 可 以 在 三 维 空间 中 流动 ,而 在 方程 (3-46) 和 (3-51) 中 ,漂移 波 能 量 
分 别 只 能 沿 一 维 前 后 流动 和 在 二 维 平面 上 转移 . 


3.3.6 旋转 中 性 流体 中 的 Charney 方程 


人 们 注意 到 ,描写 等 离子 体 漂移 波 的 Hasegawa-Mima 方程 与 描写 中 性 流体 中 
Rossby 涡 旋 的 Charney JFE S 有 相同 的 数学 形式 ”. Rossby 涡 旋 是 出 现在 旋转 
中 性 流体 中 的 一 种 波动 现象 ,在 自然 界 中 极为 广泛 地 存在 .也 可 以 在 实验 室 中 人 工 
产生 . 如 行星 在 旋转 过 程 中 带动 着 覆盖 它 的 流体 (大 气 和 海洋 ) 一 起 转动 ,在 这 些 一 
般 表现 为 满 流 的 流体 运动 中 人 们 却 常常 观察 到 高 度 有 序 的 相干 结构 稳定 运行 ,其 
中 最 著名 的 当 属 “木星 大 红斑 ”(Great Red Spot of Jupiter). © dé — Mič e] £T AE gs 
的 大 尺度 椭圆 形 的 涡 旋 结构 ,颜色 有 时 鲜红 有 时 略 淡 , 涡 旋 结 构 沿 纬 线 方向 长 达 
2.5X10' m, 经 线 方向 跨度 则 有 12x10 m, 尺 度 之 大 足 可 以 容纳 两 个 地 球 . AK 
约 300 年 前 首次 被 发 现 以 来 ,木星 大 红斑 一 直 稳定 地 运行 ,十 分 引 人 有 瞩目 .还 有 土 
星 上 的 棕 斑 (Brown Spot) 和 海王 星 上 的 大 黑 斑 (Great Dark Spot) 也 都 是 行星 表面 
大 尺度 相干 结构 的 典型 例子 .其 中 还 远海 王 星 上 的 大 黑 斑 是 在 旅行 者 2 号 (Voyag- 
er-2) 飞 临时 才 得 以 发 现 的 , 它 沿 经 线 长 1.2X10 m, 沿 纬 线 宽 8X10' m. 和 海王 星 
的 相对 尺度 与 大 红斑 和 木星 的 相对 尺度 差不多 . 这 些 涡 旋 运 动 的 特点 是 波长 与 行 
星 尺度 可 比 ,自转 频率 却 小 于 行星 的 旋转 频率 (与 之 对 上 照 , 非 均 匀 磁 化 等 离子 体 中 
的 漂移 波 频率 远 小 于 离子 的 拉 摩 回旋 频率 ) ,它们 多 数 逆 时 针 旋 转 , 也 有 少数 顺 时 
针 旋 转 , 绕 自转 轴 旋 转速 度 要 比 它 的 整体 运动 快 得 多 ,一 般 认为 它们 都 属于 浅水 波 
WR), 为 纪念 瑞典 帘 美 国 气象 学 家 Carl Gustav Rossby 于 20 世纪 30 —40 年 代 
在 研究 行星 大 气 和 海洋 中 大 尺度 相 于 结构 中 作出 的 杰出 贡献 ,人 们 后 来 将 这 
类 旋转 流体 中 的 涡 旋 运动 命名 为 Rossby 涡 旋 .也 称 为 solitary Rossby vor- 

旋转 流体 中 为 什么 会 出 现 大 尺度 相干 结构 ? 为 回答 这 个 问题 ,让 我 们 推导 旋 
转 流 体 中 流体 元 所 满足 的 运动 方程 .在 普通 物理 中 知道 ,在 旋转 坐标 系 中 任何 运动 
的 客体 都 会 受到 科 里 奥 利 力 的 作用 ,假设 行星 以 角速度 2 围绕 i 轴 旋 转 , 在 二 维 水 
平面 上 有 质量 为 m 的 客体 以 速度 v 运动 , 它 受 到 的 科 里 奥 利 力 为 一 2mf2 X v. 当 一 
个 质量 密度 为 6 的 流体 元 同时 受到 科 里 奥 利 力 和 重力 的 作用 时 , 它 的 速度 vy 满足 
Fr) EU 


tex 


Dr -—aV Hc feX& (3-57) 


这 里 f-—20.g 是 重力 加 速度 ,HH 是 流体 层 高 度 ,V 是 沿 水 平面 的 梯度 算 符 . 将 方程 
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(3-57) 与 描写 在 静电 力 和 洛 伦 兹 力 共 同 作用 下 离子 的 运动 方程 (3-21) 比 较 , 就 可 
以 发 现 , 方 程 (3-21) 中 离子 所 受到 的 洛 伦 兹 力 (e/mi)vXB 这 一 项 与 方程 (3-57) 中 
流体 元 因 星 体 旋转 所 受到 的 科 里 奥 利 力 fv Xz 这 一 项 相对 应 ,而 离子 受到 的 压力 


与 电场 力 项 一 二 Vp 一 Vy 可 以 与 流体 元 受到 的 重力 项 一 g VH 对 应 ,因此 我 们 


完全 可 以 参照 导出 漂移 波 方程 时 采用 的 方法 来 推导 Rossby 波 所 满足 的 方程 . 

作为 最 低 阶 的 近似 , 先 忽略 式 (3-57) 左 边 的 惯性 项 ,并 用 之 叉 乘 方程 的 两 边 ， 
得 到 在 垂 真 于 :方向 上 流体 元 的 运动 速度 为 

Meo == EVA X£, (3-58) 

KE po e RES CH — HuGO Th Gr. y Dh RAMP EWE H, 的 变 
化 . vow, 称 为 地 转 (geostrophic) 速 度 , 它 恰好 与 等 离子 体 漂移 波 问 题 中 的 EXB 漂移 
速度 ve 对 应 [参考 式 (3-23) |, 显然, 漂移 波 中 的 涨 落 静 电场 o 就 对 应 Rossby 波 中 
流体 层 高 度 变 化 h. 在 Rossby 问题 中 ,vs 是 科 里 奥 利 力 与 重力 达到 平衡 时 流体 元 
在 垂直 于 旋转 轴 方 向 上 的 速度 , 恰 如 在 等 离子 体 漂移 波 问 题 中 ve 是 洛 伦 兹 力 和 电 
场 力 (忽略 含 Vp 的 项 ) 到 达 平 衡 时 流体 元 在 垂直 于 磁场 方向 上 的 漂移 速度 . 

有 了 这 些 对 应 关系 ,推导 旋转 流体 层 高 度 扰动 h 满足 的 波动 方程 就 与 推导 
Hasegawa-Mima 方程 没有 什么 两 样 了 . 扼要 地 说 ,在 更 高 一 阶 近似 下 还 要 考虑 运 
动 方程 (3-57) 中 D/Dt 一 项 的 贡献 ,在 垂直 于 旋转 轴 的 平面 上 单位 流体 元 总 的 速 
度 近 似 为 


y= EV hxXi £ Py h, (3-59) 


f f? Dt 
右边 第 一 项 就 是 we AA D/Dr—9/8t +0 * VO Jet — JB ES SE BA FG PU RB 7 MT 
都 可 近似 表示 为 的 函数 ,推导 过 程 与 导出 极 化 漂移 速度 ves [ 0503-28 RI. ve LU 
(3-29) ] 类 似 , 这 里 不 再 具体 写 出 .将 找到 的 v| 作为 h 的 函数 表达 式 代 入 连续 性 方 
程 : 就 可 导出 层 高 变化 h 所 满足 的 波动 方程 . 

事实 上 ,推导 Rossby 波 满足 的 方程 甚至 比 Hasegawa-Mima 方程 的 推导 过 程 
还 要 简单 些 ,因为 前 者 描写 的 是 中 性 流体 中 的 波动 现象 ,没有 等 离子 体系 统 中 因 拢 
动 出 现 的 电荷 分 离 以 及 与 之 相关 的 电场 力作 用 . 在 等 离子 体 漂 移 波 方程 的 推导 中 ， 
先 得 利用 准 中 性 条 件 nan 将 离子 密度 n 和 电子 密度 n 联系 起 来 ,再 假设 电子 密 
BE n. 对 电位 p 的 变化 有 绝热 响应 (例如 电子 密度 有 玻 尔 兹 曼 分 布 或 近似 地 随 电 位 
线性 变化 ) ,以 便 在 离子 密度 n 与 涨 沙 电位 o 之 间 建 立 联 系 , 有 了 这 些 关 系 , 才 能 
fl BY BSE n 的 连续 性 方程 导出 关于 yp 的 波动 方程 .在 中 性 流体 中 不 需要 建立 这 些 
复杂 的 关系 ,假设 流体 不 可 压缩 ,可 以 直接 利用 流体 层 高 度 H 满足 的 连续 性 方程 


9T EV + (Hy) = 0, (3-60) 
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将 从 式 (3-59) 计 算出 的 垂直 速度 v. 的 表达 式 代 人 方程 中 的 散 度 项 ,经 化 简 和 无 量 
纲 化 得 到 hh=h/ Ho 满足 下 面 的 方程 


2, Oh , oh 
(1 V 25, Ry 


[A.V A] — 0. (3-61) 


它 描写 中 性 旋转 流体 中 的 Rossby 涡 旋 .这 里 内 一 ceon 2in( Zt Js = GHO'*. 


PR 一 cx/ 了 分 别 是 Rossby 速度 ,重力 波 速度 和 Rossby 半径 . 

最 早 Charney 导出 旋转 流体 中 的 波动 方程 

EL —h)—[(V ^ X2) e vI(v = a 2) o (3-62) 

有 略微 不 同 的 形式 ” ,不 过 只 要 注意 到 泊 松 括号 的 表达 式 (3-49) RARE 
程 (3-61) 与 (3-62) 各 项 之 间 的 对 应 . 一 些 学 者 还 将 Charney 方程 推广 . 计 入 了 不 同 
的 非 线 性 效应 . 当 非 线性 效应 与 色散 平衡 时 ,这 些 方程 有 稳定 的 涡 旋 解 , 称 为 
Rossby 孤立 涡 旋 ,这 解释 了 在 行星 大 气 和 海洋 以 及 实验 室 中 观察 到 的 大 尺度 的 涡 
Mets. 

IER BBM 方程 与 等 离子 体 一 维 非 线性 漂移 波 方程 不 可 思议 地 有 相同 形式 那 
样 ,Charney 方程 (3-61) 与 Hasegawa-Mima 方程 (3-51) 在 形式 上 也 完全 相同 . 它 
们 都 有 涡 旋 解 . 尽 管 一 个 描写 的 是 普通 中 性 流体 的 运动 .一 个 是 带电 粒子 的 集体 运 
zl. 除 关于 函数 的 一 阶 时 间 导 数 外 ,两 个 方程 部 有 一 个 正比 于 一 阶 空间 导数 的 项 ， 
它 决定 了 波 定 向 运动 的 速度 ;它们 还 都 有 一 个 关于 时 间 空 间 的 混合 导数 项 ,从 相应 
的 线性 色散 关系 知道 ,尺度 越 小 的 模式 传播 得 越 慢 ,这 个 结果 与 我 们 的 日 常 经 验 是 
一 致 的 一 一 一 粒 石子 在 水 中 激 起 圈 圈 涟 满 , 越 在 外 圈 的 越 宽 , 说 明 长 波 模 式 传播 得 
更 快 .此 外 .Charney 方程 与 Hasegawa-Mima 方程 的 非 线性 项 都 由 形式 相同 的 泊 
松 括 号 表示 ,它们 都 源 自 运 动 方 程 中 的 对 流 项 (v。，V)v, 在 本 章 开始 时 我 们 已 经 指 
出 ,这 一 项 体现 了 流体 力学 方程 的 内 店 非 线性 . 在 中 性 流体 的 Rossby 波 和 等 离子 
体 的 漂移 波 之 间 还 可 以 找到 许多 对 应 关系 ,例如 Rossby 波 中 的 重力 波 速度 co, = 
(g 昌 ) 对 应 漂移 波 中 的 离子 声速 .三 (T./m,)! , Rossby 速度 ve 对 应 漂移 速度 
va Rossby 半径 pr=ce/ f 对 应 离子 的 惯性 尺度 pS ce./ 0, 等 ,在 文 L30j 中 详细 比较 
了 这 两 个 系统 参量 之 间 的 对 应 关系 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 . 


3.3.7 AERMRERBAR 

对 于 均匀 无 界 等 离子 体 ,如 果 没 有 外 力 驱 动 ,自发 振荡 的 幅度 不 会 发 展 得 很 
大 , 非 线 性 效应 一 般 不 重要 . 像 漂 移 波 这 样 的 非 线 性 起 显著 作用 的 波动 ,是 因为 系 
统 有 空间 非 均 匀 性 持续 驱动 的 缘故 ., 在 一 些 情况 下 ,系统 也 可 能 有 外 部 能 量 不 断 泵 
入 .如 果 它 在 系统 内 部 激发 起 的 波动 振幅 足够 大 , 非 线 性 效应 将 同样 变 得 十 分 重 
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H, 激光 与 等 离子 体 相 互 作用 就 是 有 外 驱动 的 一 个 例子 ,激光 作为 外 驱动 电磁 
波 在 等 离子 体 中 传输 时 激发 起 朗 雇 尔 和 离子 声 振荡 ,发 展 出 空间 相干 或 满 流 的 运 
动 , 洲 流 中 的 能 量 级 联 还 会 造成 输入 电磁 波 的 反常 耗 散 9. 这 些 现象 只 有 在 考虑 
了 非 线性 效应 时 才能 获得 满意 的 解释 . 

激光 与 等 离子 体 相 互 作 用 在 激光 聚变 以 及 激光 加 速 带电 粒子 等 实际 问题 中 有 
非常 重要 的 意义 .以 激光 聚变 为 例 , 通 常 先 有 预 脉冲 融化 靶 丸 表面 形成 一 个 等 
离子 体 暴 层 ,在 尝 层 中 等 离子 体 密度 有 空间 梯度 n CO ,如 图 3-5 所 示 . 在 理想 情况 
下 可 假设 尝 层 等 离子 体 已 被 完全 电离 ,此 后 主 脉 冲 进 入 深层 . 


共振 吸收 7. (x) 


SICH ATE 一 


图 3-5 ”等 离子 体 尝 层 中 电子 密度 分 布 nc OMREDE T. (x) 示 意图 
( 引 自 文 L57]) 


在 党 层 中 等 离子 体 电子 通过 逆 轨 致 辐射 (inverse bremsstrahlung) 吸 收 光 电场 
能 量 , 在 激光 电场 振荡 频率 o 约 等 于 电子 等 离子 体 频 率 op — Anne’ /mo ^ B NE 
临界 电子 密度 n. =n. 附近 ,光电 场 激 起 朗 缪 尔 波 ,共振 吸收 (resonance absorbtion) 
发 生 , 激 光 与 等 离子 体 相 互 作用 的 其 他 物理 过 程 还 包括 受 激 拉 曼 散射 (stimulated 
Raman scattering, SRS) . 受 激 布 里 渊 散射 (stimulated Brillouin scattering,SBS) 和 
激光 成 丝 (filamentation) 以 及 在 n./4 处 发 生 的 所 谓 2o, 不 稳定 性 等 .图 3-5 是 
在 坚 层 中 等 离子 体 电子 密度 分 布 n.(x) 和 温度 分 布 T.(x) 的 示意 图 ,图 中 还 标 出 了 
几 个 主要 物理 过 程 发 生 的 空间 区 域 . 下 面 我 们 讨论 在 临界 面 nons 附近 激光 的 传播 . 

当 激 光 人 射 到 等 离子 体 中 时 ,电子 因 其 极 轻 的 质量 对 激光 电场 振荡 最 为 敏感 ， 
在 激光 的 高 频 电 场 =E。(r)e ™ +c. c. 和 电子 热 压力 的 共同 作用 下 电子 的 速度 » 
随时 间 的 变化 为 


neme[ $7 + C + Ww = VaT. reek (3-63) 


在 最 低 阶 近似 下 ,忽略 对 流 项 (vy + V)v 和 热 压力 项 Vn. T. BT Tee BUB Hy AK OF 
快速 地 抖动 ,速度 为 
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E. . 
eee d c c, (3-64) 


Vg = 2 
120.0 


将 电子 高 频 拌 动 速度 mw 代入 运动 方程 (3-63) 中 的 对 流 项 ,在 较 慢 的 时 间 尺 度 上 对 
电子 高 频 拌 动作 平均 ,得 到 


— nem. (yo Vv? we yl EL, (3-65) 
w 


这 里 wpe = Caen, e? /m.) Fe t, FE FR, E A a TE dE RPE. EY f] 
平均 (用 尖 括 号 表示 ) 不 等 于 零 . 因 此 ,如 果 在 较 长 的 时 间 尺 度 上 观察 ,这 相当 于 电 
子 又 受到 了 一 个 平均 作用 力 , 称 为 “有 质 动 力 ”(ponderomotive force) ,由 式 (3-65 ) 
表达 -*“ ,这样 , 由 于 等 离子 体 介质 的 非 线 性 性 质 , 当 激 光 入 射 其 中 时 ,电子 受到 
的 作用 力 除 高 频 分 量 外 还 有 一 个 低频 分 量 ,相应 地 电子 运动 速度 可 写 做 v 二 vw 十 
Vi, 其 中 v, 是 随 光电 场 高 频 抖动 的 速度 ,v, 是 有 质 动力 引起 的 低频 运动 速度 , 它 体 
现 非 线 性 的 平均 作用 . 

高 频 驱 动力 直接 引起 等 离子 体 电子 相对 于 离子 抖动 ,在 这 个 时 间 斥 度 下 离子 
来 不 及 响应 ,这 造成 了 电荷 分 离 和 力图 恢复 电 中 性 的 静电 场 振荡 ,从 第 二 章 我 们 知 
道 , 由 这 种 机 制 推动 的 波动 属于 电子 等 离子 体 波 亦 即 朗 织 尔 波 . 因此 ,在 亚 临 界 密 
度 附近 ,由 于 电子 对 激光 能 量 的 强烈 吸收 , 朗 缘 尔 波 的 幅度 可 以 发 展 得 很 大 . 另 
一 方面 ,引起 有 质 动力 的 电子 平均 运动 却 有 低频 时 间 尺 度 , 离 子 来 得 及 响应 ,这 就 
可 能 推动 等 离子 体 中 另 一 种 基本 运动 模式 一 一 离子 声波 . 这 样 ,激光 高 频 电 场 不 仅 
直接 驱动 电子 等 离子 体 波 ,还 推动 了 离子 声波 的 发 展 ,等 离子 体 的 两 个 基本 振荡 模 
式 , 朗 继 尔 波 和 离子 声波 ,同时 被 激发 ,它们 之 间 的 耦合 可 随 之 出 现 . 

非 线 性 引起 的 有 质 动力 有 低频 时 间 尺 度 ,这 可 以 解释 为 什么 在 激光 与 等 离子 
体 相互 作用 中 常常 出 现 慢 时 间 尺 度 的 集体 运动 . 例如 ,通过 有 质 动力 或 通过 增强 碰 
撞 吸 收 ,在 激光 强度 剖面 上 会 出 现 小 的 热 斑点 , 它 使 得 等 离子 体 膨 胀 , 在 等 离子 体 
密度 下 降 时 ,折射 指数 上 升 ,光波 被 折射 到 低 密度 区 ,这 种 不 稳定 性 的 结果 导致 激 
光束 分 裂 成 较 高 强度 的 丝 状 ,这 就 是 激光 成 丝 现象 ,如 果 这 个 过 程 波及 到 整个 光 
束 , 就 出 现 了 激光 自 聚 焦 (self-focusing). 在 激光 成 丝 处 ,带电 粒子 被 高 频 电 磁场 排 
FE ,形成 了 腔 子 即 密度 凹陷 : 祝 . 关于 这 类 成 丝 现象 有 很 多 实验 和 计算 机 模拟 研 
FOU ,不 仅 是 激光 ,用 微波 作 和 泵 浦 源 ,在 放电 等 离子 体 中 也 观察 到 腔 子 ” . 

采用 等 离子 体 流 体 模 型 ,结合 麦克 斯 韦 方 程 组 ,导出 由 激光 驱动 的 等 离子 体 静 
电波 动 所 满足 的 方程 ,已 成 功 地 解释 了 激光 成 丝 现象 . 这 里 我 们 采用 文 L55] 中 的 方 
法 来 引出 描写 激光 在 等 离子 体 中 的 传播 方程 ,其 思路 是 利用 朗 缪 尔 波 和 离子 声波 
的 色散 关系 ,考虑 密度 扰动 和 有 质 动力 的 修正 ,再 将 所 得 的 色散 关系 推演 到 连续 空 
间 . 整个 推导 过 程 物理 图 像 清 晰 ,避免 了 元 长 的 公式 ， 

在 第 二 章 中 已 经 知道 , 朗 织 尔 波 是 等 离子 体 电子 以 纵波 形式 传播 的 一 种 密度 
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振荡 , 它 是 一 种 静电 振荡 波 , 振 荡 频 率 w 接近 电子 等 离子 体 频 率 ww， 并 与 电子 热 
速度 wi 二 VT。/m。 有 关 , 我 们 将 它 的 色散 关系 重新 写 在 这 里 


We = Wye + 3E Vine (3-66) 
我 们 还 知道 ,离子 声波 也 是 纵波 , 它 以 离子 声速 c. 一 JT. / m FS ,满足 色散 关系 
ei = ck, (3-67) 


有 了 这 两 个 基本 运动 模式 ,现在 的 问题 是 在 激光 的 驱动 下 , 郎 织 尔 波 和 离子 声波 的 
幅度 增 大 时 ,它们 的 色散 性 质 (3-66) 和 (3-67) 将 出 现 怎 样 的 改变 ,这 里 只 考虑 临界 
密度 n. 附近 的 情形 . 

首先 分 析 离 子 运 动 对 朗 缪 尔 波 色散 关系 (3-66) 的 影响 . 假设 等 离子 体 中 已 有 
离子 声波 存在 , 它 是 离子 密度 的 低频 涨 落 运动 ,考虑 到 等 离子 体 是 准 中 性 的 ,电子 
密度 涨 落 一 定 也 有 低频 成 分 , 它 将 修正 色散 关系 (3-66). 在 电子 等 离子 体 振荡 的 时 
间 尺 度 下 ,可 以 认为 所 关心 的 低频 密度 涨 落 如 此 之 慢 , 以 致 于 就 像 在 平衡 态 时 那样 
足以 改变 电子 等 离子 体 频 率 op 这样 ,我 们 可 以 假设 电子 密度 在 临界 面 附近 出 现 
了 慢 时 间 尺 度 的 扰动 ,有 7 一 nn. 十 5n, 且 |5n|<n,, 它 引起 电子 等 离子 体 频 率 we K 
变 , 色 散 关 系 (3-66) 因 此 修正 为 


(11 on 3h? vi. (3-68) 


将 频率 和 波 矢量 转换 到 时 空 变量 ,在 空间 一 维 下 作 代 换 wiat, k> i/r, 
从 色散 关系 (3-68) 得 到 在 高 频 激 光电 场 E, 驱动 下 等 离子 体 介 质 临界 面 附近 的 静 
电场 涨 落 Ei 满足 下 面 的 方程 
FE qu. SE oj (1-28 "E, (3-69) 
ar’ Ox 
其 次 分 析 有 质 动 力 对 离子 声波 色散 关系 (3-67) 的 影响 . 在 第 二 章 中 已 经 说 明 ， 
假设 在 离子 运动 的 时 间 尺 度 上 ,电子 受到 的 静电 力 与 热 压力 达到 平衡 ,离子 声波 就 
是 由 电子 热 压力 通过 电场 力 所 驱 动 的 . 在 有 激光 驱动 的 情况 下 ,由 于 非 线 性 效应 不 
可 忽略 ,电子 高 频 抖动 的 平均 作用 使 电子 又 受到 一 个 慢 变 的 有 质 动 力 [参考 式 
(3-65)], 因 此 车 在 离子 运动 时 间 尺 度 上 看 电子 的 运动 ,电场 力 不 仅 需要 平衡 电子 
热 压力 ,还 要 额外 地 平衡 来 自 对 流 项 的 有 质 动力 ,或 者 说 有 质 动 力 和 电子 热 压力 一 
起 通过 电场 力 驱 动 了 离子 的 波动 . 在 考虑 了 这 个 效应 以 后 ,原来 在 忽略 3/3z 情况 
下 从 电子 运动 方程 (3-63) 得 到 的 平衡 关系 (2-80) 式 被 修正 为 
E |? 
EE 
这 里 已 将 有 质 动 力 表 达 式 (3-65) 中 的 电场 取 作 等 离子 体 的 涨 落 电场 E HUSNE 
的 振动 频率 We AMETE AY) BER a pe - 
有 了 在 离子 运动 的 时 间 尺 度 下 电子 等 离子 体 近似 的 平衡 关系 (3-70) ,我 们 几 


n,eE, + Vn, T. —— V (3-70) 


83.3. 等 离子 体 和 中 性 流体 中 的 几 个 非 线性 波 方程 55 


乎 不 需要 重复 第 二 章 中 的 推导 ,只 要 将 相应 于 Vn. T. ix — HV OT. 4 | Ey |? / 

Aq) 替代 ,以 此 修正 离子 声波 的 色散 关系 (3-67) ,再 转换 到 时 空 变 量 ,就 可 以 得 到 离 

子 密度 涨 落 5n 所 满足 的 方程 .在 一 维 空间 下 它 有 下 面 的 形式 

在 上 面 的 推导 中 已 作 准 中 性 假设 ,在 慢 时 间 尺 度 上 没有 区 分 离子 和 电子 的 密度 
方程 (3-69) 和 (3-71) 一 起 构成 描写 在 激光 驱动 下 等 离子 体 中 电场 扰动 ERI 

离子 密度 扰动 on 的 非 线 性 方程 组 . 除 方程 (3-69) 中 On 5 E 的 耦合 之 外 ,系统 的 


非 线性 主要 来 自 方程 (3-71) 中 与 有 质 动力 有 关 的 项 子 ; | E |? ,我 们 记得 有 质 动力 
是 电子 运动 方程 中 的 对 流 项 (v， VY)v 关 于 电子 高 频 拌 动作 时 间 平 均 得 到 的 ,在 这 
里 ,流体 力学 系统 的 内 店 非 线性 又 一 次 显示 了 它 在 波动 问题 中 的 重要 作用 . 
现在 将 振荡 电场 Ei(z,7?) 中 的 快 变 部 分 分 离 出 来 , 令 
E, = E(x.De "7 tac, (3-72) 
其 中 ECzx,t) 是 随时 间 慢 变 的 振幅 ,代入 方程 (3-69), 忽 略 关 于 时 间 1 的 二 阶 导数 
项 ,得 到 


2i. 9E __ 3v. 25 TUE, (3-73) 


同时 方程 (3-71) 变 为 


2 2 2 ~ 
Oo én 29 8n» . 1 OQ LIE 


2 s 2 2 (3-74) 

ot or 4nm, àr* 

方程 C3-73) 和 (3-74) 构 成 了 关于 巨 和 èn 的 封闭 方程 组 . 
对 方程 作 无 量 纲 化 后 ,得 到 

E yg ZE, (3-75a) 

at ar” 
9'ün Sàn . 9 agp (3-75b) 

ot^ ort ox 


式 (3-75) 就 是 著名 的 扎 哈 罗 夫 (Zakharov) 方 程 , 它 描写 激光 在 等 离子 体 中 传播 时 ， 
在 离子 运动 的 时 间 尺 度 上 , 场 的 运动 与 物质 运动 的 非 线性 相互 作用 “. 扎 蛤 罗 夫 
方程 也 可 以 用 更 严格 的 方式 从 电子 和 离子 的 连续 性 方程 .运动 方程 .状态 方程 ,以 
及 将 电子 和 离子 运动 关联 起 来 的 泊 松 方程 ,在 一 定 近似 下 推导 出 来 ,详细 推导 过 程 
可 参见 文 L59j 和 [64]， 
假设 5n(x,t) 有 定 态 , 满 足 95n/31 一 0, 从 方程 (3-75b) 有 

— n=|E|’, (3-76) 

代入 式 (3-75a) ,得 到 
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9E 
ot 
3UBBddRBTE EMNIRS.XG-TOSUESE S ERER REIS JE R0 
ABER PE BERE YS7T TR (3-7 PSOE SX E BS DL BE SE 19.75 (2-32) TT e BE XE TOUT 
程 描写 量子 力学 波 函 数 yl(x,t) 的 运动 ,由 于 微观 世界 中 的 测 不 准 原理 ,1yl’ 在 物 
Pg pF SERT JL SEI EEOXC S EZ PE BE IE 19 71 EE 3-770 "PUR ER C EC OES RF 
体 中 振荡 电场 的 慢 变 包 络 . 抛 开 物 理 上 的 巨大 反差 ,两 个 方程 形式 上 的 相似 确实 非 
同 凡响 . 当然 , EAE 39 71 BE (2-320 RF RBM yy 是 线性 的 ,所 以 在 量子 力学 中 过 到 
的 都 是 线性 空间 ,只 是 势 函数 VCz) 的 出 现 起 到 了 在 波 矢量 空间 中 散射 波 函 数 的 作 
用 ;方程 (3-77) 却 是 一 个 真正 意义 上 的 非 线 性 波动 方程 ,其 中 | 下 Cz,o| ”这 一 因子 
也 可 以 像 拜 定 证 方程 的 势 函数 V(x) 那 样 散射 波 函 数 , 只 是 这 个 势 函数 是 系统 自 组 
织 形成 的 ,一般 随 时 间 和 空间 改变 , 它 的 出 现 是 因为 在 等 离子 体 这 个 非 线 性 介质 
中 ,激光 的 折射 指数 正比 于 光电 场 振荡 幅度 平方 |E1* 的 缘故 ”. 像 这 样 因 非 线性 
引出 * 势 阱 ”的 例子 ,在 后 面 章节 中 我 们 还 将 遇 到 . 
假设 方程 (3-77) 具 有 下 面 形式 的 解 ， 
EGr,D =e f(x), (3-78) 
这 里 0 是 一 个 频率 参数 ,得 到 
f(x) = (20) secht x), (3-79) 
EER ERE EI f 4 — 74 £228  F Cenvelope soliton) f£: . 这 个 解 表明 ,在 
垂直 于 光 传 播 方 向 的 截面 上 激光 电场 的 高 频 振荡 的 振幅 被 调制 成 孤立 子 形状 , 见 
图 3- 6. 


2 
E 
SEAT ERE =0, (3-77) 


振幅 
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图 3-6 dE£kTEÉE GE S Jj EIS G1 8 I THRO RI 
从 式 (3-76) 得 到 
nlr) 一 一 20sech: (M x2, (3-80) 
这 说 明 ,在 高 频 电场 出 现 空间 局 域 化 的 地 方 , 场 的 压力 将 离子 排 开 形成 了 密度 的 腔 
子 . 这 些 结果 很 好 地 解释 了 实验 观察 到 的 激光 在 等 离子 体 中 传播 时 的 自 聚 焦 或 成 
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丝 现象 . 

本 章 介 绍 了 几 个 非 线 性 波 方程 ,其 中 描写 一 维和 二 维 中 性 流体 重力 表面 波 的 
方程 分 别 与 描写 等 离子 体 漂移 波 的 方程 形式 完全 相同 ,尽管 它们 是 从 完全 不 同 的 
物理 考虑 出 发 推导 出 来 的 . 显然 ,这 些 由 偏 微 分 方程 描写 的 非 线 性 波 的 动力 学 一 定 
也 有 非常 典型 的 意义 .然而 ,浏览 有 关 专 著 , 一 般 用 于 讨论 非 线 性 动力 学 所 采用 的 
模型 都 是 映射 方程 或 常 微分 方程 ,它们 描写 的 是 待 解 函 数 仅 依赖 于 时 间 的 非 线 性 
系统 ,能 否 将 这 些 时 序 系统 的 理论 应 用 于 分 析 由 偏 微分 方程 描写 的 非 线 性 波动 系 
统 呢 ? 

其 实 , 正 如 第 二 章 中 已 说 明 的 ,如 果 将 非 线性 波 在 形式 上 展开 为 模式 之 和 ,这 
些 模 式 所 满足 的 就 是 一 组 相互 耦合 的 非 线 性 常 微 分 方程 . 以 KdV 方程 (2-18) 为 
f5j Ft PRR Cr FR ARR ( 2-35) IUE RA Za Beh CO CE — 1,2, Ni N> 
2) 的 演化 满足 方程 (2-39), 它 是 一 个 非 线性 常 微分 方程 组 ,其 中 关于 不 同 &A 的 模 
式 方程 相互 耦合 . 另 一 方面 ,在 下 两 章 中 将 看 到 , 非 线性 动力 学 理论 重点 讨论 的 一 
类 系统 由 以 下 形式 的 常 微分 方程 组 描写 

= FCrspi spe st sym)» (3-81) 
这 里 和 后 面 用 下 划 线 表示 高 维 相 空 间 中 的 矢量 ,如 x 二 C(x,7z;,"…,7Xvy) AN IR 
分 量 的 列 矢 量 , 丰 是 有 N 个 分 量 的 非 线 性 代数 算 符 ,此 外 mm，…pn 是 M 个 控 
制 参 量 . 显然 , 像 式 (2-39) 那 样 的 模式 方程 组 ,除了 有 无 穷 维 之 外 ,与 式 (3-81) 在 形 
式 上 没有 什么 差别 . 完全 有 理由 相信 ,时 序 系 统 的 有 关 理 论 应 该 能 够 应 用 于 分 析 非 
线性 波 的 动力 学 ,只 要 我 们 将 波动 放 在 它 的 模式 空间 {8(7)) 中 观察 . 

从 第 四 章 开始 ,我 们 先 用 两 章 的 篇 幅 简 要 介绍 时 序 系统 的 非 线 性 动力 学 理论 ， 
再 试图 将 这 些 理论 应 用 于 分 析 非 线性 波 的 动力 学 . 物理 学 的 发 展 从 来 就 得 益 于 数 
学 研究 的 成 果 , 在 讨论 线性 现象 时 ,线性 代数 .矩阵 理论 等 早已 成 为 物理 学 家 得 心 
应 手 的 工具 ,近年 来 人 们 又 将 非 线性 数学 的 研究 成 果 大 量 应 用 于 物理 学 .化 学 和 生 
物 学 等 各 个 领域 . 其 实 ,宇宙 也 许 本 来 就 有 数学 的 结构 ,不 仅 天 体 运 行 遵 循 着 优美 
的 数学 框架 ,复杂 系统 极 有 可 能 也 如 此 . 无 怪 乎 数学 家 自 19 世纪 末 就 开始 探索 的 
非 线性 问题 ,到 20 世纪 后 期 受到 了 物理 学 家 的 广泛 关注 . 让 我 们 怀 着 孩童 般 的 好 
奇 心 进入 这 个 “ 别 有 洞 天 ”, 期 望 它 能 引导 我 们 去 解 开 波动 现象 的 种 种 亦 团 . 


SOs — EPRIREEAEZETEZUZISÉf AT (1) 


哈密 顿 系统 


自 本 章 开始 ,我 们 将 逐步 深入 讨论 非 线性 系统 的 动力 学 ,首先 介绍 时 序 系统 非 
线性 动力 学 的 一 些 理论 ,进而 将 这 些 理 论 应 用 于 分 析 非 线性 波动 问题 . 解析 和 数值 
研究 已 经 表明 ,空间 延展 系统 中 许多 现象 ,无 论 是 被 认为 有 粒子 特征 的 孤立 子 , 还 
是 在 时 间 和 空间 上 都 迅速 变化 的 油 流 ,都 与 系统 的 非 线性 性 质 密切 相关 . 波动 系统 
由 偏 微分 方程 描写 ,我 们 已 经 知道 ,不 管 是 线性 还 是 非 线 性 波动 ,它们 的 模式 所 满 
足 的 其 实 都 是 常 微分 方程 . 因此 ,模式 空间 是 时 序 系统 的 非 线 性 动力 学 和 波动 系统 
的 非 线 性 动力 学 之 闻 的 天 然 桥 梁 . 几 十 年 来 ,关于 时 序 系统 的 非 线 性 动力 学 已 发 展 
得 日 下 成 熟 ,为 进一步 探索 非 线性 波 的 动力 学 提供 了 理论 基础 . 

本 章 将 先 介绍 保守 哈密 顿 系统 的 一 般 理论 ,有 耗 散 的 问题 放 在 下 一 章 讨论 . 读 
者 很 快 就 会 明白 为 什么 我 们 选择 哈密 顿 系统 作为 讨论 非 线 性 波 的 动力 学 问题 的 出 
发 点 ,在 很 多 情况 下 ,作为 非 线性 波动 的 “元 过 程 ”, 即 所 谓 的 波 - 波 相互 作用 或 称 为 
模 - 模 耦合 ,常常 可 以 化 为 一 个 哈密 顿 系 统 ,第 六 章 将 有 这 方面 的 例子 . 在 连续 介质 
中 非 线性 波 的 运动 包含 无 穷 多 相互 作用 的 模 - 模 耦合 过 程 ,它们 的 运动 规律 要 在 由 
波动 模式 所 构建 的 相 空间 中 进行 分 析 , 而 哈密 顿 系统 理论 给 出 的 正 是 在 相 空间 中 
轨道 运动 的 基本 规律 . 

非 线性 动力 学 理论 关心 系统 运动 所 谓 的 generic 性 质 , 在 韦伯 英文 大 词典 中 ， 
“generic" 这 个 词 的 第 一 个 解释 是 :“of，applicable to, or referring to all the mem- 
bers of a genus, class, groups, or kind; general”, 这 就 是 说 , 非 线 性 动力 学 理论 所 
要 揭示 的 是 不 同 非 线性 系统 普遍 显示 出 来 的 共性 ,尽管 这 些 共性 必须 通过 一 个 个 
特例 来 展现 . 当 外 部 条 件 连续 变化 时 ,如 果 动 力学 行为 只 出 现 数量 上 的 改变 ,在 性 
质 上 与 原来 的 仍 属于 同一 类 ,从 非 线性 动力 学 的 观点 来 看 ,这 种 改变 并 不 很 重要 ， 
只 有 运动 行为 出 现 性 质 上 的 突变 才 特 别 受到 重视 ,因此 , 它 特别 关注 的 实际 上 是 非 
线性 系统 运动 状态 出 现 突变 ,以 及 与 之 相关 的 现象 和 规律 . 

学 习 过 分 析 力 学 的 读者 都 知道 ,一 个 哈密 顿 系统 的 相 空 间 由 它 的 正则 动量 和 
正则 坐标 共同 支撑 ,它们 是 共 思 变量 ,相互 依存 不 可 分 割 .事实 上 ,一 个 简 谐 波 模式 
就 可 以 用 哈密 顿 量 描写 ,其 正则 动量 和 正则 坐标 这 一 对 共 箔 变量, 分 别 是 模式 的 两 
个 特征 变量 一 一 振幅 和 位 相 一 一 的 函数 ,还 有 一 些 由 相互 耦合 的 模式 组 成 的 非 线 
性 系统 也 可 以 用 哈密 顿 量 描写 ,这 些 模式 的 振幅 和 位 相 的 运动 通过 哈密 顿 系统 的 
正则 动量 和 正则 坐标 相互 关联 . 在 本 书 第 六 章 以 后 讨论 波 - 波 相互 作用 和 非 线性 波 
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的 动力 学 时 ,我 们 会 注意 到 ,波动 模式 振幅 和 位 相 的 运动 常常 密 不 可 分 .例如 它们 
有 时 会 在 同一 个 临界 参数 处 发 生 状 态 突 变 , 哈 密 顿 系统 理论 或 许 有 助 于 我 们 理解 
这 一 现象 ,尽管 这 些 复杂 系统 不 属于 哈密 顿 问题 . 


84.1. 哈密 顿 系统 理论 


4.1.1 了 哈密 顿 方程 


考虑 一 个 有 N 个 自由 度 的 哈密 顿 系统 ,哈密 顿 量 H. pO JE IE UI A bg ME 
则 动量 p 的 函数 ,但 不 显 式 地 依赖 于 时 间 ,因此 哈密 顿 量 及 (gq,p) 作 为 系统 的 能 
量 是 一 个 不 变量 , 这 里 4 和 p 各 用 个 分 量 
q = (qq: tqx)", (4-la) 
p= iopet py), (4-1b) 
它们 构成 了 2N 维 的 相 空间 ,每 一 对 (gi ,pi) 构 成 了 相 空 间 的 一 个 自由 度 . 
正则 坐标 和 正则 动量 随时 间 i 的 演化 服从 哈密 顿 方程 
q — V,H. (4-2a) 
p=-Vy H. (4-2b) 
设 初始 时 轨道 位 于 相 空 间 中 某 一 点 (q(0),p(0)), 此 后 系统 在 相 空间 中 的 运动 轨道 
由 方程 (4-2) 决 定 


4.1.2 相 体 积 
哈密 顿 系 统 在 相 空间 中 的 体积 元 由 正则 坐标 和 正则 动量 定义 为 
dV = dq, dq: *'dgxdpi dp: *dpy + (4-3) 


利用 哈密 顿 方程 (4-2) 容 易 证 明 , 由 一 组 初始 点 (qC0),p(0)) 决 定 的 相 体积 在 运动 
过 程 中 保持 不 变 ”" 


Sav = [XE + Sh av = o. (4-4) 
哈密 顿 系统 在 这 一 点 上 与 下 一 章 讨论 的 耗 散 系统 完全 不 同 ,后 者 的 相 体 积 在 
运动 中 不 断 收 缩 , 处 王 相 空间 一 定 范围 内 的 所 有 初始 轨道 点 ,随时 间 演 化 最 终 都 将 
落 在 一 个 相 体积 为 零 的 几何 结构 上 ,这 个 几何 结构 叫做 吸引 子 Cattractor)， 哈密 顿 
系统 没有 吸引 子 , 要 了 解 一 个 哈密 顿 系 统 的 动力 学 行为 ,原则 上 所 选取 的 轨道 初始 
点 (gq(0),p(0)) 需 要 遍历 整个 相 空 间 . 
下 面 让 我 们 首先 介绍 可 积 哈密 顿 系统 理论 ,主要 内 容 选 自 1978 年 在 美国 物理 
学 会 讨论 非 线 性 动力 学 的 一 个 学 术 会 议 上 M. V. Berry 题 为 “Regular and irregular 
motion" fj dg 475. 
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4.1.3 运动 常数 和 可 积 哈 密 顿 系统 


哈密 顿 系统 理论 中 一 个 重要 概念 是 可 积 系统 ,所 谓 一 个 有 ON 个 自由 度 的 哈密 
顿 系统 是 完全 可 积 的 ,是 指 这 个 系统 存在 N 个 独立 的 .解析 的 、 单 值 的 第 一 积 
它们 是 关于 (gq,p) 的 NN 个 函数 ， 
Fl(g'p), lamin, (4-5) 
F, 沿 系统 的 每 条 轨道 都 是 常数 . 对 于 所 考虑 的 保守 系统 ,哈密 顿 量 Ha. p) E N BE 
量 , 它 本 身 可 以 被 当做 一 个 运动 常数 , 沿 系统 的 任何 轨道 都 有 
H(q.p) =E, (4-6) 
这 里 已 是 一 个 常数 . 因此 ,系统 的 能 量 提供 了 对 运动 的 一 个 约束 ,在 2N 维 相 空间 
(gq,p) 中 ,轨道 只 能 在 2N 一 1 维 的 能 量 面 上 运动 , 它 由 初始 条 件 唯 一 地 决定 . 如 果 
初始 时 系统 的 轨道 从 相 空 间 中 某 个 点 (ec(0) ,加 (0)) 出 发 , 它 以 后 的 轨道 就 被 约束 在 
这 个 点 所 在 的 能 量 面 上 ,跨越 能 量 面 运动 是 被 禁止 的 . 由 于 这 个 原因 ,数值 模拟 哈 
密 顿 系统 对 计算 精度 的 要 求 十 分 苛刻 ,因为 误差 会 导致 轨道 离开 原来 的 能 量 面 , 造 
成 运动 中 的 假象 . 在 企图 用 数值 模拟 分 析 哈 密 顿 系统 的 动力 学 时 要 特别 小 心 , 一 般 
常 采 用 辛 算法 ,以 保证 模拟 结果 的 可 信和 度 . 


4.1.4 正则 变换 


将 一 个 有 N 个 自由 度 的 完全 可 积 哈密 顿 系统 的 N 个 运动 常数 记 作 
F,, (qs P fus (4-7) 
这 里 f 是 常数 ,mm 一 1,2,…,N, 这 些 运动 常数 必须 是 独立 的 ,对 所 有 的 {m o0 ES 
足下 面 的 关系 : 


WN 
ren] 
NS 
— 
Il 
—- 


[Fa F,] = 0, (4-8) 
式 中 采用 的 泊 松 括号 为 
[Fn F] £2 V,F, * V,E, — V,F, Vek n- (4-9) 
从 式 (4-7) 的 N 个 方程 ,原则 上 可 以 解 出 正则 动量 p 作为 正则 坐标 g 和 运动 常数 
C, } EA) BRK. 
这 样 RATTLE PS RR PCP Fae Py)! 
取 做 新 的 正则 动量 
BF. (4-10) 
再 寻找 一 个 与 新 正则 动量 PVC RIE SU Abs VARI TEX TRA PG. pO 
满足 形式 不 变 的 哈密 顿 方程 (4-2). 在 分 析 力 学 中 已 经 证 明 , 满 足 这 个 要 求 的 变换 
是 一 个 正则 变换 , 它 要 求 新 坐标 和 老 坐 标 之 间 服 从 下 面 的 关系 : 
p*dq—4-*dp = dU, (4-11) 
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这 里 dU 是 一 个 全 微分 . 正则 变换 的 产生 函数 U 可 以 有 4 种 不 同 的 选取 方法 "* , 趟 
(4-11) 中 已 假设 U 是 老 坐 标 和 新 动量 的 函数 ,UU(g,5). 
现在 假设 已 经 找到 了 产生 函数 U(g,) 的 形式 ,完成 了 这 个 变换 . 因为 在 新 表 
象 中 正则 动量 5 是 运动 常数 ,根据 哈密 顿 方程 (1-2) 有 ， 
p—0-——V;H. (4-12) 
因此 在 新 表象 下 系统 的 哈密 顿 函 数 IRE IE ME ge SLT CH T HOD = 
H( 了 ). 另 一 方面 ,从 关于 新 正则 坐标 g 的 哈密 顿 方程 有 E 
q = VrH (P) = V)HCD = const. , (4-13) 


对 时 间 积 分 ,得 到 
Git) = VIH GOt- 8, (4-14) 
式 中 9 是 N 个 积分 常数 . 
至 此 ,我 们 已 经 解 出 了 新 正则 坐标 4 作为 时 间 ! 的 函数 ,不 过 还 需要 将 g AE 
的 正则 坐标 q 表示 ,问题 才能 完全 得 解 . 在 分 析 力学 中 知道 ,这 个 关系 可 以 通过 产 
生 函 数 U 找到 , 仍 将 产生 函数 取 作 老 正则 坐标 g 和 新 正则 动量 户 的 函数 ,后 者 现 
EREIZ ASL RIA”, 
=V U f. (4-15) 
在 式 (4-14) 中 已 经 显 式 地 解 出 新 正则 坐标 了 随时 间 : 的 演化 ,现在 又 找到 了 它 与 
老 正 则 坐标 g 之 间 的 关系 (4-15) ,尽管 这 个 关系 可 能 是 个 隐 函 数 ,我 们 也 可 以 说 ， 
问题 原则 上 已 经 完全 得 解 . 这 个 解 可 以 写 做 g=q(t;f,6) , 它 依赖 于 N 个 运动 常数 
FAN 个 积分 常数 8. 在 这 个 意义 上 说 ,经 典 力学 中 所 有 精确 可 解 的 问题 都 是 可 
积 的 . 


4.1.5 可 积 哈密 顿 系统 的 运动 流 形 


上 面 的 分 析 可 概括 为 ,一 个 有 N 个 自由 度 的 保守 哈密 顿 系统 , 它 的 相 空间 有 
2N 维 , 能 量 面 有 2N 一 1 维 ,如 果 这 个 哈密 顿 系统 包括 能 量 在 内 有 NN 个 独立 的 运 
动 常数 ,那么 它 是 完全 可 积 的 , 因为 受到 了 N 个 条 件 (4-7) 的 约束 ,系统 的 运动 轨 
道 被 束缚 在 2N 维 相 空 间 的 N 维 子 空间 中 ,所 以 由 完全 可 积 哈 密 顿 系统 的 运动 轨 
道 在 相 空 间 中 所 划 出 的 几何 结构 KALI (manifold), RA RA N E, EDF 
能 量 面 的 维 数 . 因为 受到 N 个 条 件 的 约束 ,在 2N 相 空间 中 N 维 流 形 上 运动 的 可 
积 系统 的 轨道 是 完全 被 决定 的 ,没有 多 余 的 自由 度 供 轨道 选择 ,它们 不 可 能 出 现 无 
序 运动 ， 

下 面 的 问题 是 ,可 积 哈密 顿 系统 的 运动 流 形 , 记 为 w, 究 竟 有 什么 样 的 拓扑 结 
Kg? 这 个 问题 在 数学 上 已 经 解决 ,对 于 有 N 个 自由 度 的 可 积 哈密 顿 系统 , 它 的 流 
JÉ í Æ 2N 维 相 空间 中 的 一 个 N 维 环 . 为 证 明 这 一 点 ,对 应 于 每 一 个 运动 常数 fs 
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在 相 空 间 中 建立 一 个 矢量 场 
V, = (QVE, — V,F,), (4-16) 
CA 2N 个 分 量 . 给 定 方 程 (4-7) 中 的 一 组 运动 常数 !) ,就 决定 了 一 个 运动 流 形 
Am 因为 天 是 光滑 和 独立 的 , 故 在 每 一 个 流 形 kw b. Vu 都 是 光滑 和 独立 的 . 此 外 ， 
根据 式 (4- 9) ,对 所 有 (m,n) 有 
V, WoF Vek) = [F,,F,]—0, (4-17) 
BDA E V, 与 流 形 jy 的 所 有 法 线 垂直 ,或 者 说 VV。 平行 于 流 形 w. 
限于 讨论 有 界 运动 ,轨道 可 接近 的 相 空 间 维 数 是 有 限 的 ,py 是 一 个 紧 致 流 形 
(compact manifold) ,按照 拓扑 学 的 定理 :一 个 可 用 N 个 光滑 的 独立 的 矢量 场所 
“平行 化 ”的 紧 致 流 形 一 定 是 一 个 N 维 环 (a compact manifold “parallelizable” with 
N smooth independent vector fields must be an N-torus) ,我 们 就 知道 ,可 积 哈密 
顿 系统 的 运动 流 形 w 是 在 2N 维 相 空间 中 的 一 个 N 维 环 ' 中 .关于 这 个 问题 ,读者 
还 可 参考 Arnol'd HERU 中 的 引 理 :“Let M” be a compact connected differenti- 
able m dimensional manifold, on which we are given n pairwise commutative and 
linearly independent at each point vector fields, then M" is diffeomorphic to an m 
dimentional torus. ” 
另 一 方面 ,如 果 运 动 常数 的 数目 小 于 系统 自由 度数 , 亦 即 一 个 有 N 个 自由 度 
的 哈密 顿 系 统 只 有 &< N 个 运动 积分 ,那么 这 个 系统 不 是 完全 可 积 的 . 这 上 个 运动 
常数 对 运动 构成 了 A 个 约束 ,因此 轨道 将 被 束缚 在 2N 维 相 空间 中 的 2N 一 上 HEU 
EE ,与 完全 可 积 系统 相 比 , 它 的 运动 轨道 有 更 大 的 自由 度 , 允许 伸 展 到 高 于 N 维 
的 相 空间 ,这 为 出 现 无 序 运 动 提 供 了 可 能 ， 
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可 积 哈密 顿 系统 的 运动 流 形 被 称 做 不 变 流 形 (invariant manifold) 或 不 变 环 
(invariant torus) ,这 里 “不 变 ” 指 的 是 如 果 轨 道 从 环 面 上 某 点 出 发 ,这 条 轨道 将 永 
远 保 持 在 这 个 环 面 上 . 作为 生活 在 三 维 空间 中 的 人 类 ,很 难 想 象 一 个 N 维 环 有 什 
么 样 的 形状 ,好 在 N= 二 1,2 时 的 不 变 环 很 容易 画 出 来 ,一 维 环 就 是 在 相 空 间 中 的 一 
条 封闭 曲线 ,二 维 环 的 示意 图 见 图 4-1(a) ,轨道 既 要 沿 大 环 又 要 沿 小 环 转动 ,在 环 
面 上 任何 一 点 轨道 的 方向 都 是 唯一 的 , 它 指向 环 面 的 切线 方向 . 作为 对 比 ,在 图 
4-1(b) 中 给 出 球形 拓扑 的 例子 ,在 两 个 极点 处 矢量 场 没 有 确定 的 方向 ,它们 是 两 个 
拓扑 奇 点 . 

因为 流 形 为 拓扑 环 , 描 写 可 积 哈密 顿 系统 运动 的 一 个 自然 坐标 系 是 作用 量 - 角 
变量 (acetion-angle) 坐 标 系 . 为 此 ,让 我 们 定义 从 老 正则 坐标 (g,p) 到 新 正则 坐标 
(9,B) 的 产生 函数 为 
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S(iq. p) =| pqs p) * dq. (4-18) 


如 选择 运动 常数 了 为 新 正则 动量 p, 由 式 (4-7) 找 到 pl(g, 了 ), 可 将 产生 函数 写 做 
S(g, 了 有) 的 形式 . 


(a) 环形 拓扑 (b) 球形 拓扑 
图 4-1 环形 拓扑 和 球形 拓扑 示意 图 
根据 分 析 ,粗略 地 说 ,S 应 该 是 局 域 单 值 的 ,因此 ,如 果 在 运动 流 形 n 上 有 一 个 
do- 一 gu 的 闭合 回路 , 当 这 个 回路 可 以 收缩 到 一 个 点 时 ,5S 的 积分 值 将 变 为 0. 不 过 在 
一 个 N 维 环 形 拓扑 上 ,将 有 NN 个 不 可 约 回 路 (irreducible contour? .它们 不 能 收缩 
到 一 个 点 ,如 图 4-2 所 示 . 


图 4-2 二 维 环 上 沿 大 环 和 小 环 方向 的 两 个 不 可 约 回路 scs (虚线) 示意 图 
沿 大 环 的 回路 c 和 沿 小 环 的 回路 co 是 二 维 环 的 两 个 不 可 约 回 路 ,产生 函数 S 
沿 这 样 的 不 可 约 回路 积分 时 将 会 获得 一 个 非 零 的 增 量 ,我 们 可 以 利用 它们 来 定义 
NN 个 新 的 正则 动量 . 如 第 i 个 正则 动量 定义 为 
=> bg, P) * dg. (4-19) 


式 中 积分 沿 环形 拓扑 的 第 i 个 不 可 约 回路 y; 进行 ,可 以 说 明 ,积分 的 结果 等 于 回路 
y, TEN POP Ei qg pig Post dnpy 上 的 投影 面积 之 和 除 以 2n. 这 样 定义 的 NN 个 
正则 动量 (7 ,7 ,…,Jv) 被 称 为 作用 量 (Caction) ,它们 通过 式 (4-19) 由 六 个 运动 常 
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oferto f RE REK N 个 作用 量 也 决定 了 NN 个 运动 常数 . 对 于 保守 
系统 ,哈密 顿 量 本 身 是 一 个 运动 常数 ,利用 这 N 个 作用 量 可 将 其 表示 为 HS 
HOD ,这 里 了 一 (三 Tv) 

作用 量 1 决定 了 一 个 不 变 环 面 4, 与 作用 量 I ES BAS TE VU] A p Iff Ae b 0 一 
(0, «0, On ,它们 决定 了 轨道 点 在 环 面 上 的 位 置 . 从 式 (4-15) 知 , 角 坐 标 可 由 产 
生 函 数 S(gq, 卫 求 得 

9 = ViS(g,1), (4-20) 

可 以 说 明 , 围 绕 y 的 任何 一 个 不 可 约 回路 y, 旋转 一 周 , 相 应 角 坐 标 9, 的 增 量 是 2x， 
而 9,(j 关 让 不 变 , 这 也 是 6 被 称 为 角 变量 的 原因 . 

在 作用 量 - 角 变量 坐标 系 下 ,将 原来 线性 无 关 的 N 个 运动 常数 {f;} 分 别 表示 
为 N NERE Tee ,Ty) 的 函数 


Fn = fT Ts TN) Gn = 1,2,.…,N), (4-21) 
相应 地 ,哈密 顿 量 也 写 做 N 个 作用 量 的 函数 
HCL Hss In). (4-22) 
这 时 ,哈密 顿 方程 保持 形式 不 变 , 第 ;个 作用 量 和 角 变 量 满足 下 面 的 方程 
-9 . E 
36, 0, (4 23a) 
; _ Of . - 
0, = al. const. (4-23b) 
由 式 (4-23) 积 分 得 
I; = const. ， (4-24a) 
6, (4) = w Dt const. ; (4-24b) 
这 里 
wD = 2HCD (4-25) 
一 ol, 


是 在 环 上 运动 的 第 i 个 特征 频率 (i 二 1,2,… ND. 在 第 六 章 讨论 波 - 波 相互 作用 的 
哈密 顿 系统 时 ,我 们 将 会 一 再 看 到 系统 被 变换 到 作用 量 - 角 变量 坐标 系 的 例子 . 

上 面 的 这 些 结果 被 概括 在 刘 维 尔 - 阿 诺 德 (Liouville-Arnol'd) 定 理 中 ,该 定 
理 说 ,一 个 有 N 个 自由 度 的 哈密 顿 系统 ,如 果 它 有 N 个 线性 无 关 的 .可 对 易 的 , 即 
满足 条 件 (4- 8) 的 第 一 积分 fF (n — 1,2, ND ,并 且 运 动 是 有 限 的 ,那么 : 

CD 系统 的 轨道 位 于 一 个 N 维 环 的 表面 上 : 

(2) 运动 是 条 件 周 期 (conditionally periodic) 的 , 它 有 N 个 特征 频率 

wi = wil fis fz» ofn); (4-26) 

(3) 决定 在 环 面 上 坐标 位 置 的 角 变 量 满足 方程 


6, = ei Cfi fam fo (4-27) 
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将 方程 积分 得 到 
0 = wit + const. , (4-28) 
以 上 各 式 中 ;一 1,2,…，N. 
其 他 表象 下 的 正则 动量 和 正则 坐标 也 都 可 以 用 作用 量 和 角 变 量 表示 BD 


gq = qG.0, (4-29a) 
p= pl. (4-29b) 
将 它们 展开 成 角 坐 标 0 J] eB A 
qa) = Dg (De, (4-30a) 
po = Spe. (4-30b) 


这 里 矢量 m 有 NN 个 取 整 数值 的 分 量 , 求 和 对 它 所 有 的 可 能 取 值 进行 . gw , Pp。 分别 
是 对 应 特定 的 m 取 值 时 ,正则 变量 q.p 在 9 各 方向 上 的 投影 系数 .因为 gp 都 是 
实数 ,展开 系数 满足 条 件 

Gm SQ ms Po = Pom: (4-31) 
从 方程 (4-28) 知 角 变 量 0, CO DEER w, CD X zl XX FE a iE 4-30) RERA 
数 就 可 以 了 解 正则 变量 qCO p CO Do B GE BG a f A AS. 


4.1.7 可 积 系 统 的 例子 


研究 表明 .有 三 类 哈密 顿 系统 是 完全 可 积 的 ” 

OD 仅 有 一 个 自由 度 的 哈密 顿 系统 ， 

(2) 哈密 顿 方程 关于 gp 是 线性 的 系统 ， 

(3) 虽然 哈密 顿 方程 是 非 线 性 的 ,但 可 以 被 分 解 成 非 耦合 的 一 个 自由 度 的 哈 
下 面 是 可 积 哈密 顿 系统 的 几 个 简单 例子 . 

例 4-1 谐振 子 系统 ,哈密 顿 量 为 


N 2 2.2 


HG, «pi sd pieds pO = ike ! e. (4-32) 
=] 
它 有 NN 个 运动 常数 ,分别 是 每 个 振子 的 能 量 
2 2,2 
F; = Ê pe, (4-33) 


因此 系统 (4-32) 是 完全 可 积 的 . 谐振 子 之 间 没 有 耦合 ,每 个 振子 在 各 自 的 相 空间 
(dy 记 ) 中 沿 一 个 权 圆 轨道 运动 ,它们 是 系统 的 N TAT Gy. 
第 i 个 作用 变量 为 


lL = 二 | pidg, = i4 2CF, — wg: dg, = FE. (4-34) 
2x », 2n. tUi . 
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它 等 于 该 振子 运动 的 椭圆 轨道 所 包围 的 面积 除 以 2x. 哈密 顿 量 (4-32) 可 用 作用 量 
(I, ols sU ISO Bmp HW 


HG, Led = Sul. (4-35) 

相应 的 哈密 顿 方程 是 B 
I,=0, (4-36a) 
0, = 0. (4-36b) 


Hp = 1.2.0 NE 4- 36a) XT A] 上 积分 ,得 到 谐振 子 系统 (4-32) 在 不 变 环 上 
运动 的 N 个 作用 量 五 ,六 它们 的 值 不 随时 间 改 变 ,完全 由 轨道 初始 所 处 的 
环 面 位 置 决 定 . 将 方程 (4-36b) 积 分 ,得 到 角 变 量 9 ( ,2 CD n ,Ox (0 分 别 以 频率 
on «ou www 围绕 不 可 约 回路 旋转 . 

对 于 波动 系统 来 说 ,一 个 不 变 振 幅 的 简 谐 波 模式 A e 就 是 一 个 独立 谐振 子 ， 
若 定义 作用 量 I 一 Ai/2 和 角 变 量 0, =o 则 模式 的 运动 可 以 用 哈密 顿 方程 
(4-36) 描 写 . 描写 N 个 简 谐 波 模式 运动 的 哈密 顿 量 就 是 式 (4-35) ,每 一 个 独立 的 
简 谐 波 模式 (Au ,wi) 对 应 一 个 作用 量 - 角 变量 对 ( ,9 ), 其 中 正则 坐标 {1} 决定 了 
简 谐 波 模式 轨道 所 在 的 环 面 , 19} 则 是 环 上 的 一 组 循环 坐标 . 由 此 可 见 , 简 谐 波 模 
式 的 振幅 和 位 相通 过 作用 量 和 和 角 变 量 构成 了 哈密 顿 系统 中 一 对 共 轿 变量 . 本 章 开 
始 时 我 们 已 经 指出 了 这 一 点 ,只 是 在 简 谐 波 情况 下 ,这 种 共 斩 关 系 简 单 地 分 别 表 现 
在 每 个 振动 模式 上 ,显得 平凡 无 奇 . 

例 4-2 质量 疡 . 摆 长 :的 单 摆 运 动 , 它 的 哈密 顿 量 是 

= $ 
2ml” 

这 里 g 是 重力 加 速度 . 因为 只 有 一 个 自由 度 , 哈 密 顿 系统 (4-37) 是 完全 可 积 的 , 哈 
密 顿 量 H 作为 能 量 ,是 系统 唯一 的 运动 常数 , 对 于 给 定 能 量 Hp p = EL EW 
E p 可 以 用 正则 坐标 g 表示 为 


— mglcosq. (1-37) 


pig. E) = V2m (E + mglcosq), (4-38) 
相应 的 哈密 顿 方程 是 
q= 2, (4-39a) 
ml* 
B =— mglsing, (4-39b) 
或 
g = 一 sing. (4-40) 


单 摆 的 动量 方程 (4-39b) 是 一 个 非 线 性 方程 ,只 要 对 sing 作 泰 勒 展开 ,就 能 看 
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出 这 一 点 ,因此 单 摆 是 一 个 非 线性 振子 . 关于 单 摆 的 运动 规律 ,相信 读者 在 学 习 普 
通 物理 时 已 经 很 熟悉 了 ,现在 回忆 它 ,是 要 强调 , 单 摆 虽 然 简 单 , 它 的 运动 却 包含 了 
非 线性 振子 的 一 些 典型 特征 ， 

图 4-3 是 单 摆 运 动 的 相 图 ,只 天 了 9 在 (一 rr) 区 间 的 部 分 .在 给 定 能 量 巨 时 ， 
动量 p 随 幅 角 4 周期 变化 ,由 式 (4-39) 决 定 的 轨道 在 相 图 上 是 一 个 一 维 不 变 环 . 单 
摆 的 周期 运动 分 为 两 类 ,如 果 能 量 Em gt APE HE RK B VHA A) | al 
于 ,轨道 在 相 图 上 是 一 个 椭圆 ;如 果 ET mgl. Efa q 可 以 穿越 [一 x,xj] 区 间 , 这 时 
单 押运 动 处 于 转动 状态 ,p 这 0 和 p<0 时 旋转 方向 相反 . 考虑 q 的 主 值 ,轨道 随时 
间 周 期 变化 , 流 形 依然 有 一 维 环形 拓扑 . 


图 4-3 单 摆 的 相 图 


FAR 4-3 上 有 几 个 点 很 特殊 ,一 个 是 点 (gq 二 0,p 王 0) ,对 应 E= mgl; WAT 
SER qm Enr p=0) ,对 应 E ul Sie dh EEU 39) 知 ,它们 都 是 系统 的 平衡 态 


或 定 态 ,满足 方程 
d—0. f=0. (4-41) 
初始 位 于 这 些 相 点 的 状态 不 随时 间 改 变 , 在 动力 学 理论 上 这 样 的 相 点 叫做 系统 的 
不 动 点 (fixed point). 
不 动 点 (g 二 0,p= 二 0) 在 相 图 4-3 上 处 于 一 组 椭圆 的 中 心 ,在 数学 上 称 做 椭圆 点 
(elliptic point) , 它 对 应 单 摆 下 垂 时 的 稳定 平衡 状态 . 如 果 受 到 小 扰动 , 摆 垂 将 围绕 
这 个 平衡 位 置 摆动 ,无 穷 小 的 阻尼 力 都 会 使 摆 垂 最 终 回 到 这 个 平衡 位 置 ， 
不 动 点 (go 二 士 x,b 一 0) 对 应 摆 杆 竖 直 向 上 时 摆 垂 的 平衡 位 置 , 经 验 告诉 我 们 ， 
这 个 平衡 状态 经 不 起 扰动 ,无 穷 小 的 扰动 都 将 引起 摆 垂 离开 这 个 平衡 态 . 在 相 图 
4-3 上 有 两 条 曲线 将 点 (gq zp 一 0) 和 点 (gq 三 十 x,p 二 0) 连 接 起 来 ,这 两 条 曲线 
称 为 分 界线 (separatrix) ,它们 将 单 摆 的 摆动 和 转动 这 两 个 运动 状态 所 占据 的 相 空 
间 区 域 分 割 开 来 . 受到 无 穷 小 的 扰动 时 ,依赖 于 扰动 作用 力 施 加 的 方向 , 摆 牌 沿 着 
这 两 条 分 界线 之 一 离开 不 动 点 (g= 士 x,b 一 0), 所 以 从 这 个 不 动 点 出 发 有 两 条 不 稳 
定 轨道 ,在 图 4-3 中 用 从 不 动 点 向 外 的 箭头 标记 . 如 果 有 一 个 无 穷 小 扰动 在 上 一 0 
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时 引起 摆 垂 沿 g 增加 的 方向 离开 不 动 点 (一 x,0) ,那么 它 将 在 上 一 十 ce 时 沿 上 半 平 
面 的 分 界线 到 达 不 动 点 (十 x,0) CEP RAE q 以 2r 为 周期 , 故 轨道 回 到 了 它 在 不 
变 环 上 的 出 发 点 ) ,形象 地 说 ,就 是 摆 垂 从 竖 直 癌 上 的 平衡 位 置 偏离 并 旋转 一 周 后 
又 回 到 这 个 平衡 位 置 .类 似 地 , 沿 下 半 和 平面 的 分 界线 也 可 以 将 失 稳 摆 垂 带 回 到 原来 
的 不 动 点 ,所 以 与 不 动 点 (g 二 士 x,p 一 0) 相 连接 还 有 两 条 稳定 轨道 ,在 图 4-3 上 用 
指向 不 动 点 的 箭头 标记 . 

从 稳定 性 质 上 来 看 ,不 动 点 ( 士 x,0) 非 常 类 似 于 位 于 马鞍 型 势 阱 中 心平 衡 位 置 
的 小 球 , 如 图 4- 4 Bron. 它 是 稳定 还 是 不 稳定 ,取决 于 扰动 力 施加 的 方向 ,对 前 后 方 
向 的 扰动 小 球 是 稳定 的 ,而 对 沿 跨 骑 方 向 的 扰动 不 稳定 ,因此 不 动 点 ( 士 x,0) 被 称 
AX RA ZS (ay OF B BEA (saddle point) ,或 者 叫做 双 曲 点 (hyperbolic point). 


(C) oe 


图 4-4 ”小 球 在 马鞍 形势 阱 中 运动 的 示意 图 


像 单 摆 相 图 上 那样 将 两 个 鞍点 连接 起 来 的 分 界线 称 为 异 宿 轨道 (heteroclinic 
orbit) , 见 示 意图 4-5(a) ,这 个 名 称 是 相对 于 同 宿 轨道 (homoclinic orbit) 而 言 的 ; 同 
宿 轨 道 是 相 空 间 中 连接 同一 个 不 动 点 的 闭合 曲线 ,如 图 4-5(b) 所 示 . 在 第 六 章 中 
我 们 将 看 到 ,在 随 孤 立 子 解 运动 的 坐标 系 中 观察 ,这 个 解 就 表现 为 相 空间 中 的 一 条 


同 宿 轨道 . 


(a) 异 宿 轨道 (b) 同 宿 轨道 
图 4-5 异 宿 轨道 和 同 宿 轨道 的 示意 图 


沿 不 稳定 轨道 离开 鞍点 (9 二 土 x,p 二 0) 的 摆 重 需要 经 过 无 穷 长 的 时 间 才 能 沿 
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稳定 轨道 重新 间 到 点 (9 二 干 x*,p 二 0), 因 此 单 摆 在 分 界线 上 的 运动 有 无 穷 长 的 特征 
时 间 尺 度 , 换 句 话说 , 沿 分 界线 运动 的 特征 频率 变 为 0. 图 4-6 是 在 能 量 E mgl 范 
围 内 单 摆 幅 角 q(z) 的 演化 , 随 着 EE 从 (a) 一 (d) 逐 渐 增 加 (对 应 单 摆 相 图 4-3 中 从 内 
向 外 的 椭圆 轨道 ) ,曲线 越 来 越 偏离 正弦 形状 , 且 周 期 不 断 加 长 ,到 分 界线 E — mgl 
处 周期 长 度 将 变 为 无 穷 大 . 如 果 画 出 9(2) 的 傅 里 叶 谱 , 可 以 看 到 , 随 能 量 瑟 增加 ,分 
波 频率 递 次 显现 , 且 基 频 不 断 向 低 端 移动 ,最终 在 分 界线 处 特征 频率 变 为 零 . 


qi 


图 4-6 在 能 量 E- mgl 范围 内 单 摆 幅 角 9 随时 间 的 演化 . 


由 此 可 知 , 在 单 摆 相 图 上 的 椭圆 点 (0,0) 与 鞍点 ( 士 x,0) 在 特征 频率 的 意义 上 . 
有 截然 不 同 的 性 质 , 尽 管 从 这 两 点 出 发 g(t) ,p(t) 的 运动 都 表现 为 时 间 的 常数 . 在 
椭圆 点 (0,0) 处 , 摆 幅 虽然 为 零 , 却 存 在 有 限 大 小 的 运动 频率 ,这 个 平衡 态 实际 上 是 
一 个 摆 幅 无 穷 小 的 周期 振荡 状态 ;而 在 鞍点 处 ,运动 频率 完全 消失 了 ,特征 时 间 尺 
度 变 为 无 穷 大 ,只 是 在 分 界线 以 外 ,系统 才 重 新 获得 了 有 限 大 小 的 运动 频率 ,并 出 
现 运动 状态 的 突变 . 从 椭圆 点 (0,0) 到 连接 鞍点 ( 士 x,0) 的 分 界线 上 运动 状态 的 转 
变 是 伴随 着 非 线 性 强度 逐渐 增加 而 发 生 的 , 随 着 单 摆 能 量 增加 ( 即 椭圆 轨道 变 得 越 
来 越 粗大 ) , 幅 角 g 可 以 在 更 大 范围 内 取 值 ,方程 (4-40) 右 边 sing 的 泰勒 展开 中 高 
宕 次 项 逐渐 起 到 更 大 的 作用 ,它们 不 青 能 够 被 包 略 , 

作为 一 个 简单 的 非 线 性 振子 , 单 摆 的 行为 具有 典型 意义 ,理解 其 运动 性 质 对 认 
识 非 线性 波 大 有 神 益 . 在 后 面 的 章节 我 们 会 看 到 ,有 的 非 线性 波动 可 以 被 化 为 在 
(运动 着 的 ) 周 期 势 卫 中 的 一 组 耦合 非 线性 振子 ,因为 受 势 阱 影响 且 存 在 耦合 ,每 个 
振子 的 运动 通常 要 比 单 摆 复 杂 得 多 ,它们 的 轨道 甚至 可 能 随时 间 无 序 地 变化 ,尽管 
如 此 ,这 些 振子 的 行为 在 某 种 意义 上 仍然 表现 出 与 单 摆 类 似 的 一 些 特点 . 例如 ,在 
非 线性 较 弱 时 ,每 个 振子 的 幅 角 都 围绕 其 平衡 位 置 作 某 种 形式 的 摆动 , 随 非 线性 增 
强 ,一 些 振子 幅 角 的 运动 状态 可 能 发 生 突变 ,允许 出 现 穿越 2 的 转动 ,在 一 定 条 件 
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下 幅 角 运动 状态 的 这 种 突变 还 与 整个 波动 状态 的 改变 相关 . 单 摆 与 波动 ,这 两 个 看 
似 截 然 不 同 的 物理 系统 ,其 运动 规律 其 实 有 许多 相似 之 处 ,在 下 面 最 简单 的 波 与 粒 
子 相 互 作 用 的 例子 中 ,也 可 以 找到 单 摆 的 影子 . 

例 4-3 带电 粒子 在 平面 波 静电 场 中 的 运动 ”. 

质量 为 ,电荷 为 e 的 粒子 受到 周期 静电 波 场 EE,sin(kx 一 wt) 的 作用 ,如 图 4-7 
所 示 . 


图 4-7 带电 粒子 在 周期 静电 波 场 中 运动 的 示意 图 
粒子 坐标 x 随时 间 : 的 变化 为 
+ =— LE,sin(kr — wt), (4-42) 
m 


1 Ab bp 28 2 Mf f is HA BPA. y — RCr— ut) LXX HR u=w/k, H E CA- 42D 
化 为 
Y +elsiny = 0, (4-43) 
这 里 ,w, 一 (eE.k/m)!1?. 因 此 ,在 这 个 坐标 系 中 观察 ,带电 粒子 所 受到 的 是 一 个 与 
时 间 无 关 的 空间 周期 势 的 作用 . 式 (4-43) 与 单 摆 运 动 方程 (4-40) 的 形式 完全 相同 ， 
带电 粒子 在 周期 势 阱 中 的 运动 就 像 一 个 单 摆 , 存 在 相 图 4-3 中 的 椭圆 点 和 双 曲 点 
这 样 的 平衡 态 . 依 初始 条 件 不 同 ,带电 粒子 有 可 能 被 束缚 在 波 场 的 两 个 势 垒 之 间 来 
回 反 射 , 也 可 能 相对 于 周期 波 列 向 前 或 向 后 自由 地 穿越 势 驴 运动 ,就 像 单 摆 的 “ 摆 
动 " 相 和 "转动 " 相 . 换言之 , 单 摆 从 摆动 相 到 转动 相 的 突变 ,可 视 为 类 似 于 带电 粒子 
在 周期 静电 波 场 中 运动 时 的 束缚 -自由 转变 . 
这 个 例子 给 我 们 的 另 一 个 启示 是 ,涉及 波动 问题 ,常常 需要 在 恰当 的 随 波 坐 标 
系 中 进行 观察 ,如 在 以 波 场 的 相 速 度 运动 的 坐标 系 中 ,方程 (4-42) 中 的 波 列 仿佛 
被 "冻结 ”了 ,在 这 个 新 的 惯性 系 中 ,我 们 又 可 以 运用 起 过 去 熟悉 的 一 些 概念 ,诸如 
平衡 态 、 势 阱 以 及 平衡 态 对 微 扰 的 线性 响应 等 . 这 一 点 并 不 令 人 感到 意外 ,因为 在 
所 有 惯性 坐标 系 中 自然 界 有 相同 的 运动 规律 . 
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84.2. 不 变 环 对 扰动 的 响应 


4.2.1 有 理 环 面 和 无 理 环 面 


按照 前 面 介绍 的 理论 ,作用 量 - 角 变 量 是 描写 可 积 哈密 顿 系统 的 自然 坐标 系 ， 
在 每 一 个 自由 度 上 ,作用 量 是 运动 常数 , 角 变量 围绕 不 变 环 上 的 不 可 约 回路 运动 时 
有 特定 的 频率 . 这 样 ,一 个 在 NN 维 环 面 上 运动 的 可 积 哈密 顿 系统 有 NN 个 特征 频率 ， 
用 矢量 ws (ol ,ws，… ,wn) 表示 ,根据 式 (4-25) 有 
w= ViH, (4-44) 
FAE Ih D. I! 的 值 一 旦 给 定 , 它 们 就 决定 了 运动 流 形 w 上 一 个 特定 
的 不 变 环 , 以 及 在 环 面 上 角 变 量 099 (0. ,Wy,… Ov)” 分 别 围绕 N 个 不 可 约 回路 
(7117:，"… Yn) 运动 的 频率 a= Ca we sos RRR i 个 角 变 量 9; 有 周期 


T, = 25, (4-45) 


这 N 个 频率 w,(i 一 1,2,…,N) 是 相互 独立 的 ,其 中 任意 两 个 频率 之 比 可 能 是 
一 个 有 理 数 ,也 可 能 是 无 理 数 ,在 动力 学 上 这 个 差别 非 同 小 可 . 以 二 维 不 变 环 为 例 ， 
轨道 以 频率 wi 围绕 大 环 旋转 的 同时 ,又 以 频率 ws 围绕 小 环 旋 转 ,它们 的 两 个 运动 
周期 分 别 为 T, —2n/o, 和 T; 寺 2x/wi, XE X WE FE S (rotation number 或 绕 数 wind- 
ing number)R 二 ws /wi WE R 是 无 理 数 ,wi 与 w 不 可 公 度 , 即 没有 任何 整数 mn 
的 取 值 使 得 mwi 二 nwz ,轨道 将 永远 不 会 回 到 它 的 出 发 点 ,也 就 永远 不 会 闭合 ,并 最 
终 将 稠密 地 覆盖 整个 环 面 ,如 图 4- 8(a) 所 示 ; 另 一 方面 ,如 果 R 是 有 理 数 .两 个 频 
率 可 公 度 , 简 并 发 生 , 在 1 二 nT 三 mT 时刻, 轨道 将 精确 地 回 到 它 的 出 发 点 ,并 在 
此 后 沿 这 个 闭合 轨道 反复 作 周 期 运动 ,在 这 种 情况 下 轨道 将 不 能 遍历 整个 环 面 , 相 
空间 中 的 运动 流 形 从 一 个 二 维 环 面 晓 化 为 一 条 闭合 轨道 , 见 图 4- 8(b). 


(a) 频率 不 可 公 度 时 轨道 可 覆盖 整个 环 面 (b) 频率 可 公 度 时 轨道 简 并 为 一 维 周 期 运动 
图 4- 8 二 维 不 变 环 上 的 轨道 


一 般 地 ,对 于 一 个 具有 N 个 自由 度 的 可 积 哈密 顿 系统 ,轨道 闭合 的 条 件 是 : 存 
在 一 个 频率 os, ,使 得 不 变 环 上 的 运动 频率 o 满足 ri 
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w = Now,» (4-46) 
这 里 ,N 是 一 个 有 NN 个 非 零 整数 分 量 的 矢量 , 记 为 NSC moony)”. 这 个 条 件 
也 可 等 价 地 表述 为 : BA N 一 1 个 关系 
72。 包 一 0 (4-47) 

成 立 , 不 变 环 上 的 轨道 将 出 现 闭合 ,这 里 m 是 具有 有 限 个 非 零 整数 分 量 的 矢量 . 

若 条 件 (4-46) 被 满足 ,N 个 角 变 量 0 ,2. Oy 的 运动 频率 被 w, 公 度 ,轨道 将 
TE t= 2n/ox 时 刻 精 确 地 回 到 它 的 出 发 点 ,这 种 嫉 化 了 的 环 面 称 做 有 理 (rational) Xf 
面 ; 与 此 对 照 , 如 果 不 存在 一 个 满足 条 件 (4-46 ) 的 频率 w, ,轨道 在 环 画 上 永 不 闭 
合 ,这 样 的 环 面 称 做 无 理 (irrational) 环 面 . 

其 实 , 对 于 一 个 NN 维 环 ,只 要 有 一 个 可 公 度 条 件 (4-47) 满 足 , 轨 道 就 会 闭合 ， 
每 增加 这 样 一 个 关系 , 流 形 yy 的 维 数 就 减少 一 维 , 如 果 有 S 个 关系 (4-47) 成 立 
(S<N 一 1) ,轨道 的 流 形 将 晓 化 为 N 一 S 维 . 特别 地 ,车 有 N 一 1 个 这 样 的 关系 式 
成 立 ,运动 将 被 约束 在 一 维 周期 轨道 上 . 

我 们 知道 ,在 实数 轴 上 有 理 数 的 集合 只 有 测度 0, 而 无 理 数 的 测度 为 1, 因 此 无 
理 环 面 在 不 变 环 中 更 为 典型 ,频率 可 公 度 或 部 分 可 公 度 的 不 变 环 则 稠密 地 构 于 其 
间 , 形 成 测度 为 0 的 一 个 集合 . 

当 一 个 可 积 系 统 的 运动 轨道 受到 扰动 时 , 它 的 流 形 会 发 生变 化 ,问题 是 ,原来 
的 可 积 不 变 环 仅仅 出 现 了 些许 变形 ,还 是 完全 遭 到 破坏 ? 讨论 有 理 环 面 和 无 理 环 
面 的 意义 就 在 于 ,有 理 环 面 及 其 邻近 的 不 变 环 非常 不 稳定 ,在 扰动 下 它们 的 环形 拓 
扑 结构 容易 被 破坏 ,轨道 变 得 无 序 . 只 有 拓扑 结构 发 生 改 变 , 才 特别 为 动力 学 理论 
所 重视 . 在 下 面 的 两 小 节 中 ,我 们 将 讨论 不 变 环 对 扰动 的 响应 . 


4.2.2 不 变 环 的 共振 破坏 


围绕 可 积 不 变 环 上 不 可 约 回路 的 运动 都 有 各 自 的 特征 频率 ,考虑 到 其 中 一 些 
频率 可 能 被 公 度 ,在 一 个 有 N 个 自由 度 的 可 积 系统 内 部 , 依 参数 不 同 , 一 般 至 少 有 
一 个 独立 的 特征 频率 ,最 多 则 应 有 N 个 独立 频率 . 研究 表明 ,如 果 这 样 的 系统 受到 
外 加 的 周期 驱动 ,那么 外 驱动 将 有 机 会 与 内 部 频率 发 生 共 振 ; 即 使 没有 外 加 的 周期 
驱动 ,在 内 部 的 独立 频率 不 止 一 个 时 ,它们 之 间 也 可 能 由 于 受到 自治 扰动 而 出 现 共 
振 . 在 这 些 情 况 下 ,原来 可 积 系统 的 环形 拓扑 结构 都 会 因 共振 遭受 破坏 . 

例 4-4 周期 扰动 下 的 单 自由 度 可 积 哈密 顿 系 统 

考虑 一 维系 统 ,在 作用 量 - 角 变 量 (T,0) 坐 标 系 下 ,未 扰 哈 密 顿 量 H 只 是 作用 
量 了 的 函数 ,假设 它 受到 一 个 外 加 的 周期 扰动 V(1,0;t) ,总 的 哈密 顿 量 为 

H(1.0;t) = HOD +eV(1,0;t), (4-48) 
这 里 ,扰动 以 工 为 周期 ,V(1,60;7) 一 V(T,0 十 T) ,频率 为 0 三 2x/T, 扰 动 强度 e 是 
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小 量 . 根据 可 积 哈密 顿 系 统 的 理论 知道 , Hu(DI) 的 轨道 流 形 是 一 个 不 变 环 ,在 环 上 
的 运动 频率 是 w(1D=dH,/ol. 
将 周期 扰动 VC(1,6;t) 用 作用 量 D MATEO, 展开 为 


VDD = SV, (Del? , (4-49) 
Bet oy PR V ALEA V -nmn = Vim RAA 48) Br] BH A FE AY AK 
I --97 —— ie > nV, (Derr ， (4-50a) 
| OH _ dV, CD ico uni 
0 = Sp = oD ted —dp eU. (4-50b) 


在 小 参量 e 的 零 阶 近似 下 ,方程 (4-50) 的 解 给 出 的 就 是 未 扰 可 积 哈密 顿 
H, (D Wie 


I‘? = const. , (4-5la) 
O° G) = w(I t+ const. (4-51b) 
将 零 阶 解 代 人 运动 方程 (4-50) ,在 。 的 一 阶 近似 下 得 到 
To 一 一 i» IV, mn I y enet mat] (4-52a) 
jo B doc ) po i 5 Vain CI? genet iran , (4-52b) 


这 里 Vand Vn 相差 一 个 常数 位 相 因 子 . 积分 得 ， 
ID = S nV nin CI? ) ere He mae] 


- mil + const. , (4-532) 
nam w m 

(D EP p nV pn CI? ) dw(I) 1 dV, CI? ) | iG no 1 )— my 

0 C0) 24 Gio mid! d  n»e—mQ dl J ' 


(4-53b) 
由 此 可 知 ,如 果 外 加 周期 力 的 频率 0 恰好 与 未 扰 系 统 某 个 不 变 环 的 特征 频率 
c (1) Ay ZS BE, Bll 2H 

noC(I? ) —mQ = 0 (4-54) 

时 ,扰动 的 一 阶 量 (T2 07 ) 将 出 现 共振 分 母 ,可 积 系统 Hy 的 这 个 不 变 环 被 破坏 . 
这 里 ,外 驱动 提供 了 一 个 特征 频率 ,与 可 积 哈密 顿 系统 不 变 环 内 部 的 特征 频率 
发 生 了 共振 . 天 体 运 动 中 的 某 些 现象 可 以 从 这 个 结果 得 到 合理 的 解释 . 一 个 广 为 人 
知 的 例子 是 小 行星 的 密度 分 布 '5 ,我 们 知道 ,在 中 心力 场 作 用 下 的 粒子 运动 是 一 
个 可 积 险 密 顿 系统 ,每 个 小 行星 围绕 太阳 旋转 的 椭圆 轨道 都 可 以 看 做 为 一 个 可 积 
不 变 环 ,有 频率 %; 此 外 ,木星 作为 太阳 系 最 大 的 行星 ,有 公转 频率 w， 它 可 被 视 为 
小 行星 绕 日 运动 的 一 个 外 周期 驱动 力 . 观察 发 现 ,在 w/w 二 4,7/2,3,5/2,2,3/2,1 
等 有 理 数 的 地 方 , 小 行星 分 布 的 密度 出 现 极 小 值 . 按照 前 面 介绍 的 哈密 顿 系统 理 
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论 ,我 们 知道 这 是 因为 在 这 些 位 置 附近 木星 公转 频率 与 小 行星 绕 日 运动 的 频率 出 
现 了 共振 ,未 扰 的 可 积 不 变 环 被 破坏 ,从 而 不 再 有 可 供 小 行星 稳定 运行 的 轨道 . 

例 4-5 在 不 可 积 自治 扰动 下 的 多 自由 度 系统 . 

考虑 有 多 个 自由 度 的 自治 系统 ,哈密 顿 量 有 下 面 的 形式 """ 

HO. = HO +eV(1,0), (4-55) 

XE H, 是 自由 度数 NT 1 的 可 积 哈密 顿 量 ,T 和 4 分 别 是 它 的 作用 量 和 角 变 量 ， 
扰动 V(I,9) 仅 依赖 于 I 了 和 9, 与 时 间 无 关 . 在 这 里 扰动 VC(I,0) 并 没有 像 哈密 顿 系 
统 (4-48) 中 的 那样 引进 外 来 的 新 频率 或 新 自由 度 , 受 扰 系 统 (4-55) 仍 然 是 一 个 自 
WAS. 我 们 知道 ,在 2N 维 相 空间 中 未 扰 哈 密 顿 吾 。 的 轨道 一 般 在 一 个 N 维 不 变 
环 上 运动 ,有 NN 个 特征 频率 , 当 受 到 自治 扰动 时 ,这 个 不 变 环 将 出 现 怎样 的 改变 呢 ? 

ERTH RVA. ORFA 


Vd, = SOV, (Det, (4-56) 

这 里 ”是 具有 整数 分 量 的 矢量 ,系统 (4-55) 的 运动 方程 变 为 
i =- 3 == e Dn V De’, (4-57a) 
g, = a = OD ted aper, (4-57b) 


式 中 ,wi" I) 0H /al, BAM BM A, CD BO SUR EE AE FCR RT A LB y, 旋转 的 
58135 f= 1,250, N. 
将 系统 的 解 按 小 量 s HY UCR IF 
I, — I? eli? 4, 0; = OP + IY ber, (4-58) 
代 人 运动 方程 (4-57) ,在 e 的 零 阶 近似 下 积分 ,得 到 的 就 是 未 扰 哈 密 顿 系统 HOD 
的 解 


Ij? = const. ， (4-59a) 
O° = qw? t + const. (4-59b) 
f£ e 的 一 阶 近似 下 将 方程 (4-57a) 积 分 ,利用 零 阶 解 (4-59) 得 到 
(D LL. n;V,CI?) ino? (4-60) 
I 之 ho e , 


RIAA, MWER ne w= 0.8 
Nw F nw: be d nou = 0 (4-61) 
时 ,在 1” 的 表达 式 (4-60) 中 出 现 了 共振 分 母 ,扰动 解 将 随时 间 发 散 , 不 变 环 遭 到 
破坏 . | 
式 (4-61) 正 是 出 现 有 理 环 面 的 条 件 (4-47), 这 时 国 绕 环 上 N 个 不 可 约 回 路 
{7y;} 运 动 的 频率 可 公 度 ,轨道 在 一 个 闭合 曲线 上 运动 ,不 能 覆盖 整个 环 面 . 这 个 结 
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果 说 明 , 即 使 没有 外 来 频率 的 驱动 ,多 自由 度 系统 的 有 理 环 面 也 十 分 容易 受到 扰动 
破坏 . 由 于 系统 内 部 自由 度 之 间 的 共振 ,任何 自治 的 小 扰动 都 会 被 小 分 母 放 大 ,这 
使 得 有 理 环 面 变 得 非常 不 稳定 . 

不 变 环 的 稳定 性 问题 并 非 只 在 数学 家 的 书 遍 里 供 鉴赏 ,相反 ,它们 可 能 成 为 物 
理学 家 为 之 困扰 和 必须 面 对 的 实际 问题 , 受 控 聚变 托 卡 马克 装置 的 磁场 位 形 就 是 
一 个 例子 .在 第 三 章 中 我 们 已 经 知道 , 托 卡 马克 环形 磁场 由 沿 大 环 方向 的 主 磁 
3g B, 和 沿 小 环 方向 的 角 向 磁场 B,(r) 这 两 部 分 组 成 ,其 中 角 向 磁场 是 等 离子 体 放 
电 电 流 引 起 的 ,因此 托 卡 马克 磁场 是 一 个 自 组 织 的 系统 .图 4-9 是 托 卡 马克 磁场 位 
形 示意 图 ,R Ar 分 别 表示 大 环 和 小 环 的 径 向 坐标 ,2 和 8 分 别 是 它们 的 角 坐 标 , 研 
究 表明 ,磁场 位 形 可 以 用 一 个 1 既 维 的 可 积 哈密 顿 系 统 描写 ,其 中 o 起 到 有 效 时 间 
的 作用 ,有 关 理 论 可 参见 [74,5]. 


图 4-9 托 卡 马克 环形 磁场 位 形 示 意图 


托 卡 马克 的 磁力 线 为 螺旋 形 ,在 沿 环 向 旋转 弧 长 Rd 的 同时 沿 角 向 旋 转 弧 长 
rdb, 它 们 的 比值 等 于 相应 场 分 量 之 比 ,Rdegy/rdg= B,/B,, 因 此 有 db/dp= BYR /B,r. 
这 样 ,为 简单 起 见 , 可 将 磁力 线 的 走向 在 形式 上 用 下 面 的 哈密 顿 量 描写 


2 2 
H(B,.B,.0,¢) = + (4-62) 


这 里 ,R Mr 是 外 参数 ,B, AB, 是 两 个 作用 量 , 与 之 共 轿 的 两 个 角 坐 标 分 别 是 9 和 
p. 险 密 顿 系统 (4-62) 的 轨道 给 出 磁力 线 的 走向 ,而 作为 轨道 流 形 的 不 变 环 就 是 由 
磁力 线 缠绕 成 的 环形 拓扑 结构 ,在 托 卡 马克 理论 中 称 为 磁 面 , 它 是 一 个 在 坐标 空间 
中 “看 得 见 ” 的 二 维 环 . 

在 托 卡 马克 磁场 理论 中 ,参数 


B 
= I. 4-63) 
7 RB, 


称 为 磁力 线 的 旋转 变换 ,在 几何 上 它 是 磁力 线 沿 环 向 和 沿 角 向 旋转 周 数 之 比 , 可 以 
说 明 ,在 用 哈密 顿 系 统 (4-62) 描 写 时 ,这 个 量 就 是 动力 学 理论 中 所 谓 的 旋转 数 . 当 
4 取 无 理 数 时 ,磁力 线 永 远 不 会 闭合 , 它 将 遍历 二 维 环 面 形成 一 个 “ 磁 笼 子 ” 因为 
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带电 粒子 围绕 磁力 线 旋 转 , 它 们 将 被 束缚 在 这 些 环 形 磁 面 上 ,我 们 知道 ,这 正 是 托 
卡 马克 六 置 约束 等 离子 体 的 主要 方法 .然而 ,g 也 有 可 能 等 于 一 个 有 理 数 ,g=m/n， 
这 时 磁力 线 在 沿 环 向 旋转 m 周 后 将 闭合 , 它 不 再 能 覆盖 整个 环 面 ,这 种 赔 化 了 的 
磁 面 在 托 卡 马 克 理 论 中 叫做 有 理 磁 面 ”1. 聚变 物理 学 家 早已 发 现 , 有 理 磁 面 非 常 
容易 因 扰动 而 破裂 ,在 它 的 附近 磁力 线 的 走向 变 得 紊乱 ,不 再 能 有 效 地 束缚 带电 粒 
子 的 运动 ,这 就 造成 了 等 离子 体 不 稳定 . 


4.2.3 宥 异性 与 微 扰 论 的 困难 


微 扰 方法 是 物理 学 家 分 析 问 题 的 重要 手段 ,就 像 前 两 小 节 的 例子 中 那样 ,将 受 
扰 系统 的 解 按 小 量 s 的 宕 次 展开 ,期 望 对 于 足够 小 的 。, 总 能 通过 逐 级 近似 不 断 下 
近 真 解 . 遗憾 的 是 ,哈密 顿 系统 不 变 环 的 理论 打破 了 这 一 美好 蓝图 . 我 们 看 到 , 当 外 
了 驱动 频率 与 内 部 特征 频率 共振 ,或 者 内 部 自由 度 之 间 发 生 共 振 时 ,哪怕 是 无 穷 小 的 
扰动 ,都 会 在 某 一 级 近似 上 出 现 小 分 母 发 散 ,在 这 种 情况 下 ,不 可 能 用 逐 级 近似 的 
方法 于 近 真 解 . 微 扰 方 法 在 这 里 遇 到 了 困难 ,这 种 困难 是 根本 人 性 的 ,无 法 超越 ,因为 
共振 引起 运动 流 形 出 现 了 拓扑 奇异 性 . 

作为 例子 ,再 分 析 带 电 粒 子 被 平面 波 场 加 速 的 问题 ,将 方程 (4-42) 重 新 写 在 
这 里 


Lr =— “Fy sinker — wt). (4-64) 
m 


让 我 们 尝试 以 微 扰 方法 求解 , 仍 采 用 随 波 坐 标 系 . 令 y= 二 k(x 一 uw1) ,这 里 4 三 w/k, 方 
程 (4-64) 化 为 


二 wisiny = 0, (4-65) 
这 里 wo 一 (eEok/m)'“, 在 最 低 阶 近似 下 认为 波 场 只 是 小 扰动 ,忽略 合 wo 的 项 解 得 
y? = klu ul, y? = y'"t- const. , (4-66) 


这 里 w(0) 是 带电 粒子 的 初始 速度 . 

应 用 微 扰 方法 的 条 件 是 扰动 势 的 能 量 远 小 于 在 随 波 坐 标 系 中 粒子 运动 的 动 

能 , 即 要 求 

cem EGO) a < 
由 此 可 见 , 当 分 母 ”二 0 即 满足 波 -粒子 共振 条 件 v60) — u— w/ k 时, 微 扰 方法 可 
应 用 条 件 (4-67) 完 全 被 破坏 了 . 

在 随 波 坐 标 系 中 ”二 0 意味 着 什么 呢 ? 因为 变量 y 满足 的 是 单 摆 方程 
(4-65), 这 个 量 就 相当 于 单 摆 的 幅 角 9, 因 此 波 - 粒 子 共振 条 件 y O = 0 就 表示 幅 角 
q 的 振动 频率 变 为 0, 在 前 面 讨论 单 摆 问题 时 我 们 已 经 知道 ,这 正 是 摆 垂 处 于 鞍点 
上 的 状态 . 在 鞍点 上 单 把 幅 角 的 运动 频率 变 为 0, 相 应 地 运动 时 间 尺 度 变 为 无 穷 


l, (4-67) 
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大 ,在 鞍点 和 与 之 连接 的 分 界线 上 ,对 单 摆 运 动 方程 中 的 非 线性 项 sing 作 任 何 有 限 
项 的 泰勒 展开 都 不 能 近似 地 描写 系统 的 运动 , 微 扰 方 法 在 这 里 遇 到 了 不 可 克服 的 
困难 . 因此 ,在 远离 平衡 态 的 情况 下 ,我 们 已 经 难以 祈求 不 断 提高 小 量 展开 的 阶 次 
来 逐渐 允 近 真实 的 物理 , 非 线 性 系统 运动 内 在 的 奇异 性 ,有 可 能 使 微 扰 方 法 完全 失 
效 . 非 线 性 理论 从 共通 的 意义 上 为 我 们 勾勒 了 动力 学 系统 运动 的 图 像 , 虽 然 这 不 能 
代替 对 实际 系统 的 具体 研究 , 却 无 疑 为 我 们 指明 了 问题 的 关键 所 在 . 


4.2.4 KAM 定理 


在 节 4.2.2 中 已 经 看 到 ,无穷 小 的 不 可 积 扰动 就 可 以 破坏 可 积 哈密 顿 系 统 的 
有 理 环 面 ,共振 分 母 的 出 现 是 这 些 环 面 被 破坏 的 原因 . 进而 人 们 会 问 : 那些 非 共振 
环 面 在 不 可 积 扰动 下 出 现 了 怎样 的 改变 ?它们 还 能 保持 环形 拓扑 吗 ” 亦 或 在 扰动 
足够 强 时 所 有 环 面 都 将 被 破坏 ? 对 于 这 些 问题 , 科 尔 葛 戈 罗 夫 (Kolmogorov), 阿 
诺 德 (Arnol'd) 和 莫 塞 尔 (Moser) 为 我 们 作 了 回答 , 它 就 是 由 作者 名 字 的 第 一 个 字 
母 命 名 的 KAM 定理 .在 Arnold 的 著作 中 以 Kolmogorov 命名 的 定理 是 这 样 
GR 〈 亦 可 参见 176]) : 


“If an unperturbed system is nondegenerate. then for sufficiently small 
conservative hamitonian perturbations, most non-resonant invariant tort do 
not vanish, but are only slightly deformed, so that in the phase space of the 
perturbed system, too, there are invariant tori densely filled with phase 
curves winding around them conditionally-periodically, with a number of in- 
dependent frequencies equal to the number of degree of freedom. 

These invariant tori form a majority in the sense that the measure of the 


complement of their union is small when the perturbation is small.” 


这 就 是 说 ,如 果 未 扰 哈 密 顿 系统 是 非 简 并 的 ,那么 当 它 受 到 充分 小 的 保守 哈密 
顿 扰动 时 ,大 部 分 非 共 振 的 不 变 环 将 不 会 消失 ,但 会 发 生 小 的 形变 . 并 且 在 扰动 很 
小 的 时 候 , 这 些 不 变 环 在 测度 的 意义 上 仍 在 相 空间 中 占 主 要 地 位 . 

根据 KAM 定理 可 以 在 一 定 程度 上 定量 地 判断 在 有 理 环 面 附近 多 大 范围 内 的 
不 变 环 将 受到 破坏 ,这 一 点 不 仅 与 受 扰 系统 的 “不 可 积 程度 "有 关 , 也 和 不 变 环 本 身 
的 “无 理 程度 ”有关 , 越 无 理 的 不 变 环 越 不 容易 被 破坏 . 让 我 们 用 g(e) 作 为 受 扰 系 
统 不 可 积 性 的 一 个 度量 ,g (e) 越 大 表示 系统 越 不 可 积 ,再 用 绕 数 w 给 出 不 变 环 无 
理 程度 的 一 个 度量 ,KAM 定理 告诉 我 们 ,能够 残存 下 来 的 仅 出 现 些小 形变 的 不 变 
环 需要 满足 下 面 的 关系 ， 


> £0. (4-68) 


m 
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这 里 , 正 的 整数 比 m/n 已 约 到 最 简 形式 ,因子 g(e) 对 所 有 mn 是 相同 的 . 从 不 等 式 
(4-68) 可 以 看 出 , 绕 数 w 越 接近 一 个 有 理 数 .特别 是 越 接 近 小 分 母 的 有 理 数 (如 
1/2.1/3) ,这 样 的 不 变 环 就 越 容 易 遭 受 破 坏 , 而 越 是 远离 整数 比 的 不 变 环 越 能 够 抵 
抗 更 强 的 不 可 积 扰 动 , 它 们 只 是 发 生 了 小 的 形变 而 不 改 其 环形 拓扑 结构 ,这 些 残存 
下 来 的 不 变 环 被 称 为 KAM 环 . 这 样 , 随 着 g(s) 的 增加 ,从 出 现 小 分 母 共振 的 有 理 
不 变 环 开始 , 它 附 近 的 不 变 环 逐 个 地 被 破坏 . 研究 表明 ,最 能 经 得 起 扰动 的 .也 是 最 

一 个 被 破坏 的 ,是 绕 数 等 于 黄金 分 割 (V5 一 1)/2 的 不 变 环 . 在 这 里 ,黄金 分 割 数 
再 次 显示 了 它 的 魅力 . 

如 果 不 变 环 还 残存 ,尽管 略 有 形变 ,轨道 依然 被 约束 在 相 空间 中 的 低 维 环 上 作 
准 周期 运动 ;一 旦 不 变 环 解体 ,轨道 可 以 在 更 大 的 相 空间 范围 内 游 走 , 不 再 被 拓扑 
环 所 束缚 . 在 这 种 情况 下 ,残存 的 KAM 环 可 以 起 到 限制 那些 离开 解体 环 面 后 轨道 
的 运动 ,使 之 不 能 漫游 能 量 面 所 允许 的 所 有 相 空 间 范 围 . 例如 在 二 维 相 空间 中 残存 
几 个 一 维 KAM 环 ( 封 闲 曲线 ) 时 ,它们 将 把 二 维 相 空间 分 隔 成 一 些 子 室 间 ,不 变 环 
解体 后 轨道 只 能 分 别 在 各 个 子 空间 中 运动 而 不 能 穿 过 KAM 环 . 在 这 个 意义 上 可 
以 说 ,KAM 环 对 轨道 在 相 空 间 中 的 运动 起 了 一 定 的 组 织 作 用 . 只 有 当 最 后 一 个 
KAM 环 被 破坏 以 后 ,轨道 才能 游 走 在 能 量 面 所 允许 的 整个 相 空 间 , 且 运动 变 得 异 
常 混沌 . 


4.2.5  Poincaré-Birkhoff 定理 


有 理 不 变 环 因 不 可 积 扰 动 解 体 之 后 , 它 在 相 图 上 将 有 怎样 的 定性 行为 ? 庞 加 
3€ At 9E ZE X CPoincaré-Birkhof O E A [ELA T 3X 4 [8] BU 7- . 在 介绍 该 定理 的 细节 之 
前 ,让 我 们 先 思考 一 个 问题 : 如 何 分 析 高 维 相 空间 中 轨道 的 运动 ? 一 个 方法 是 ,在 
高 维 相 空间 中 作 一 个 低 维 截面 ,让 截面 与 轨道 面 横 截 ,而 不 是 平行 或 几乎 平行 于 轨 
道 ,然后 记录 轨道 每 次 通过 截面 时 的 截 点 . 图 4-10 是 轨道 与 相 空 间 中 的 低 维 截面 
相交 的 示意 图 ,图 中 标记 y 的 轨道 作 单 周期 运动 , 它 称 为 极限 环 (limit cycle) ,因此 
轨道 总 是 在 同一 点 p 通过 截面 .而 那 条 通过 9 点 的 轨道 每 次 与 截面 的 交点 
Pg) 都 不 相同 ,这 样 ,利用 截 点 的 分 布 可 以 分 析 轨 道 运 动 流 形 的 拓扑 结构 . 这 个 方 
法 是 法 国 数学 家 庞 加 芋 (Poincaré) 在 19 世纪 末 为 回答 瑞典 国王 关于 “太阳 系 是 稳 
定 的 吗 ?” 这 一 悬赏 问题 时 提出 来 的 "*” , 称 为 庞 加 菜 截面 (Poincare-section) 方 法 . 

考虑 流 形 是 拓扑 环 的 情形 , 它 的 轨道 围绕 一 些 不 可 约 回 路 运动 ,如 果 在 轨道 每 
次 从 同一 方向 通过 庞 加 莱 截 面 时 记录 下 截 点 的 位 置 ,这 些 截 点 将 分 布 在 一 条 封闭 
曲线 上 . 以 二 维 环 为 例 , 它 有 大 环 和 小 环 两 个 不 可 约 回路 ,轨道 在 回路 上 的 位 置 由 
循环 坐标 p 和 6 分 别 描写 .如 果 在 环 上 有 无 理 绕 数 ,在 时 间 足 够 长 后 ,轨道 将 稠密 
地 覆盖 整个 环 面 ,无 论 在 轨道 经 过 特定 e 值 时 纪录 还 是 特定 9 值 时 记录 ,这些 截 点 
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图 4-10 Be NOSE dx TE A ER 
( 引 自 文 [75]) 


都 将 组 成 闭合 曲线 ,就 好 像 沿 小 环 或 大 环 方向 切割 一 个 汽车 轮胎 得 到 的 切口 (当然 
这 只 是 一 个 比喻 , 庞 加 莱 截 面 上 的 闭合 曲线 是 由 分 立 截 点 填 满 的 , 它 不 是 一 条 连续 
变化 的 曲线 ) ;如 果 绕 数 为 有 理 数 ,轨道 流 形 赔 变 为 缠绕 在 环 面 上 的 一 条 封闭 曲线 ， 
在 这 种 情况 下 , 它 在 庞 加 莱 截 面 上 将 只 留 下 有 限 个 截 点 . 另 一 方面 ,如 果 环 形 拓扑 
已 经 被 破坏 ,轨道 失 却 了 周期 性 并 变 得 混沌 , 庞 加 莱 截 面 上 将 只 出 现 散 乱 分 布 的 截 
点 .这 样 ,在 讨论 高 维 相 空间 中 的 有 规 和 混沌 运动 时 , 庞 加 莱 截 面 方法 提供 了 一 个 
十 分 有 力 的 手段 . 波动 系统 有 无 穷 多 个 自由 度 , 在 分 析 它 的 动力 学 行为 时 , 常 需 要 
使 用 这 一 方法 . 

让 我 们 用 作用 量 - 角 变 量 (1, 9) 坐标 系 来 描述 轨道 点 在 庞 加 莱 截面 上 的 分 
fg 71 ,未 扰 可 积 哈密 顿 系统 的 作用 量 工 是 不 变量 ,在 相 空 间 任意 第 7 个 自由 度 上 ， 
作用 量 L 在 庞 加 莱 截 面 上 的 截 点 都 分 布 在 平行 于 0 轴 的 一 条 直线 上 ,如 图 
4-11(a) 所 示 ,. 对 于 给 定 作用 量 的 值 ,如 果 不 变 环 的 绕 数 是 无 理 的 , 庞 加 莱 截 点 将 布 
满 整 条 直线 ,如 图 中 虚线 所 示 ; 当 绕 数 为 有 理 数 m/n BI , DE Dore ER i t £6 OU BR. m 
或 TRA. ER 4-11(a) 上 分 别 画 出 了 有 2 个 和 3 个 庞 加 莱 截 点 的 有 理 环 面 . 

当 原 来 可 积 的 哈密 顿 系统 受到 微 扰 变 成 近 可 积 时 ,作用 量 I, 不 再 是 常数 , 根 
E KAM 定理 我 们 已 经 知道 ,那些 足够 无 理 的 环 面 (KAM 面 ) 还 将 保持 ,因此 它们 
的 庞 加 莱 截 面 仍 为 由 截 点 充满 的 一 条 曲线 ,而 那些 有 理 和 接近 有 理 的 不 变 环 将 因 
共振 受到 破坏 . Poincaré-Birkhoff 定理 则 进一步 告诉 我 们 ,其 中 有 理 不 变 环 的 个 
截 点 [参考 图 4-11(a)] 在 不 可 积 扰动 下 将 分 裂 成 n 个 椭圆 点 和 个 双 曲 点 ,它们 交 
替 地 出 现 , 如 庞 加 莱 截 面 图 4-11(b) 所 示 . 图 中 原来 未 扰 可 积 系 统 的 有 理 不 变 环 的 
n 个 截 点 现在 变 成 了 7 个 椭圆 不 动 点 ,围绕 每 一 个 椭圆 点 在 庞 加 莱 截 面 上 可 见 一 
组 周期 轨道 ,包围 这 些 周期 轨道 的 是 与 双 曲 点 连接 的 分 界线 . 这 样 ,对 应 原来 图 
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4-11(a) 中 的 有 理 不 变 环 面 附近 ,我 们 在 图 4-11(b) 上 看 到 的 是 由 椭圆 - 双 曲 点 组 
成 的 链 状 结构 ( 实 线 ), 相 邻 的 两 组 链 状 结构 被 残存 的 KAM 面 (虚线 ) 分 隔 开 . 每 个 
双 曲 点 都 有 它 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 ,在 庞 加 莱 截 面 上 它们 形成 了 将 两 个 双 曲 
点 异 宿 连接 起 来 的 曲线 . 在 双 曲 点 的 稳定 和 不 稳定 流 形 上 的 轨道 相互 纠缠 以 避免 
与 KAM 面相 交 ,在 这 附近 的 轨道 变 得 非常 混沌 . 


9, 6, 
(a) 可 积 哈密 顿 系统 。“”(b) EPIRA FR Rn MEER RAE 


Ej 4-11 作用 量 - 角 变 量 ( 厂 ,4 ) 坐 标 系 下 的 庞 加 莱 截 面 示意 图 
Gl B x76) 


因为 在 新 生成 的 椭圆 点 周围 的 运动 轨道 也 是 周期 的 ,其 流 形 有 环形 拓扑 ,它们 
当然 也 分 为 无 理 绕 数 和 有 理 绕 数 的 两 类 . 与 前 面 的 情形 类 似 , 在 不 可 积 扰动 下 那些 
有 理 环 面 的 ”个 庞 加 莱 截 点 将 分 裂 成 椭圆 - 双 曲 点 链 , 在 这 一 层次 上 生成 的 椭圆 点 
周围 又 将 出 现 环形 拓扑 结构 ,分 为 无 理 和 有 理 绕 数 的 两 类 ,如 此 等 等 . 这 样 ,根据 
Poincaré-Birkhoff 定理 给 出 的 图 像 , 在 不 可 积 扰 动 下 哈密 顿 系统 的 相 图 应 该 具有 
无 穷尽 的 幅 套 结构 . 因为 被 KAM 面 分 隔 开 ,椭圆 点 附近 的 周期 轨道 在 相 空 间 中 被 
局 域 化 , 谍 套 的 层次 越 高 ,周期 轨道 就 被 局 域 化 在 越 小 的 相 空 间 范 围 . 这 些 高 度 局 
域 化 的 相 空 间 轨道 区 域 像 一 个 个 岛屿 一 样 被 分 界线 附近 的 混沌 轨道 所 包围 ,而 这 
些 混沌 轨道 因 不 能 穿越 KAM 面 也 被 限制 在 相 空 间 一 定 范围 . 图 4-12 示意 地 画 出 
了 位 于 中 心 的 椭圆 点 及 其 周转 有理 环 面 分 裂 成 椭圆 - 双 曲 点 链 的 情形 ,着 把 每 个 新 
生成 的 椭圆 点 附近 的 相 空 间 放 大 ,又 可 以 得 到 同样 的 一 张 相 图 . 

对 于 研究 托 卡 马克 磁 约 束 的 物理 工作 者 来 说 ,Poincare-Birkhof 定理 给 出 的 
图 像 同样 并 不 陌生 . 托 卡 马克 理想 的 磁场 位 形 是 一 组 嵌 套 的 磁 面 (参考 图 3-20 ,每 
一 个 磁 面 由 一 根 磁力 线 缠绕 而 成 ,磁力 线 是 由 外 加 的 沿 大 环 方向 的 磁场 B, 和 等 离 
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子 体 放 电 电 流产 生 的 角 向 磁场 Bs(x) 合 成 的 ,由 于 等 离子 体 电流 参与 了 磁场 的 自 组 
£n ,磁场 极 易 被 电流 变化 所 扰动 . 研究 表明 ,在 那些 磁力 线 旋 转变 换 q 为 整数 比值 
m/n 的 有 理 磁 面 附近 [参考 式 (4-63)], 会 产生 一 些 螺旋 形 的 磁 管 簇 (a family of 
helical magnetic tubes), 在 横 截 面 上 它们 看 起 来 就 像 一 些 磁 岛 链 (islanqd- 
chain) 21 ,在 托 卡 马克 实验 中 确实 观察 到 了 闭合 通 量 管 (flux tube) 等 小 尺度 的 丝 
状 磁场 结构 ,原来 沿 小 环 方向 的 对 称 性 受到 了 破坏 ”. 

前 面 已 经 介绍 ,未 扰 的 托 卡 马克 磁场 可 用 一 个 可 积 哈密 顿 系统 描写 ,磁场 的 拓 
HGB AREY SHER. IE ff. Poincare-Birkhoff 定理 指出 的 那样 .在 托 卡 马克 磁场 受 
到 不 可 积 扰动 时 ,那些 具有 有 理 绕 数 的 磁 面 将 被 破坏 ,原来 闭合 的 磁力 线 在 (小 ) 环 
截面 上 的 截 点 将 分 裂 成 椭圆 - 双 曲 点 链 , 在 新 生成 的 椭圆 点 周围 磁力 线 闭 合 . 实验 
观察 到 的 磁 岛 和 磁 管 徐 就 是 这 些 磁 力 线 闭 合 的 结果 ,它们 将 带电 粒子 的 运动 局 域 
化 . 理论 计算 证 实 了 这 个 图 像 , 图 4-13 是 在 电阻 磁 流 体 不 稳定 (resistive MHD in- 
stability) 扰 动 下 哈密 顿 磁场 力 线 方程 的 积分 在 环形 磁场 小 环 截面 上 的 投影 ,图 中 
可 以 看 到 2 个 磁 岛 链 ,分 别 由 2 个 和 3 个 磁 岛 组 成 ,它们 都 是 在 有 理 磁 面 附近 磁场 
受 扰 的 结果 ,在 相 邻 两 个 磁 岛 的 边界 上 .磁力 线 的 走向 变 得 非常 紊乱 ,带电 粒子 不 
再 被 约束 在 磁 面 上 ,它们 的 运动 也 变 得 混沌 . 幸而 根据 KAM 定理 ,那些 磁力 线 旋 
转变 换 q 值 足够 无 理 的 磁 面 还 残存 ,它们 把 有 理 磁 面 附 近 的 混沌 轨道 限制 在 空间 
有 限 区 域 ,使 得 托 卡 马克 磁场 位 形 还 能 起 到 一 定 的 约束 等 离子 体 的 作用 . 图 4-13 
中 其 他 有 理 磁 而 在 扰动 下 也 有 类 似 结构 ,并 且 在 磁 岛 中 这 样 的 结构 是 无 穷 嵌 套 的 ， 
图 4-13 与 图 4-12 真有 异曲同工 之 妙 ， 

关于 哈密 顿 系统 运动 流 形 的 理论 给 统计 物理 的 基础 也 提出 了 挑战 . 统计 物理 
建立 在 “各 态 历 经 ”或 “ 准 各 态 历 经 "假说 之 上 ,前 者 是 说 , 当 力 学 体系 从 任 一 初 态 开 
始 运 动 后 ,只 要 时 间 足 够 长 ,轨道 终 将 历经 能 量 曲 面 上 所 有 的 微观 状态 “1 ;后 来 证 
明 各 态 历 经 实际 上 是 不 能 实现 的 ,因此 又 提出 了 “ 准 各 态 历经 "假说 , 即 一 个 力学 体 


82 ARE LTE BEAR AME oh FI SP CD -一 哈密 顿 系 统 


Bg 4-13 在 电阻 磁 流 体 不 稳定 扰动 下 托 卡 马克 磁场 力 线 方程 的 
一 个 积分 在 环形 磁场 小 环 截 面 上 的 投影 
S aax 


系 在 长 时 间 的 运动 中 , 它 的 代表 点 可 以 无 限 接近 能 量 曲面 上 的 任何 点 .在 这 样 的 假 
说 之 下 ,统计 物理 认为 ,在 热力 学 平衡 下 系统 沿 任何 轨道 运动 的 长 时 间 平 均值 等 于 
其 微 正 则 系 综 的 平均 值 , 因 此 可 以 用 系 综 平 均 来 代替 执 道 平均 . 然而 ,从 本 章 介绍 
的 哈密 顿 系统 理论 我 们 知道 , 当 存 在 能 量 以 外 的 运动 常数 时 ,运动 轨道 将 被 限制 在 
比 能 量 面 更 低 的 相 空 间 中 ,轨道 并 不 能 穷尽 整个 能 量 面 . 一 般 地 ,如 果 一 个 N SB 
由 度 的 哈密 顿 系统 有 k<N 个 独立 运动 常数 ,轨道 将 被 约束 在 ZN 一 维 的 相 空 间 
中 ,在 可 积 哈 密 顿 的 情形 ,有 NN 个 运动 常数 ,运动 流 形 是 一 个 N 维 环 面 ,如 果 环 上 
的 某 些 频率 可 约 , 流 形 的 维 数 更 低 . 在 这 些 情 况 下 轨道 都 不 能 实现 在 能 量 面 上 的 各 
态 历 经 . 在 引入 耗 散 时 .如 下 一 章 将 讨论 的 ,轨道 一 般 也 不 可 能 遍历 或 接近 过 历 相 
空间 中 的 所 有 状态 ,在 很 多 情况 下 渐 近 运动 的 流 形 也 是 想 空间 中 低 维 的 吸引 子 . 各 
态 历经 假说 ,原本 是 从 经 典 力学 导向 统计 力学 的 一 个 基本 依据 ,现在 却 得 不 到 动力 
学 理论 的 支持 . 所 幸 的 是 ,哈密 顿 系 统 在 不 可 积 扰动 下 还 存在 混沌 运动 区 域 ,在 极 
端 情形 下 ,如果 最 后 一 个 天 AM 面 已 经 破裂 ,轨道 将 有 可 能 到 达 系 统 能 量 所 允许 的 
任何 相 点 ,在 菜 些 参数 范围 内 耗 散 系 统 的 运动 轨道 也 混沌 地 历经 很 大 的 相 空间 范 
围 ,也 许 在 相 空间 的 这 些 区 域 中 用 系 综 平均 来 代替 沿 运动 轨道 的 平均 仍然 是 合 
理 的 . 
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在 实际 问题 中 ,能 量 一 般 会 通过 各 种 渠道 从 系统 中 流失 ,例如 ,在 流体 或 等 离子 
体 中 ,粒子 碰撞 会 把 波 的 集体 运动 能 量 转变 为 粒子 无 序 运 动 的 热能 ,此 外 ,与 边界 的 
摩擦 、 热 辐射 ,以 及 在 等 离子 体 中 还 可 能 有 的 电磁 辐射 ,都 会 消耗 掉 集 体 运动 的 能 量 ， 
对 于 波动 系统 来 说 这 些 能 量 就 都 被 耗 散 掉 了 , 波 能 不 再 守恒 , 当 出 现 耗 散 时 ,运动 轨 
道 将 从 相 空 间 中 的 高 能 量 面向 低能 量 面 弛 瑰 , 如 果 没 有 能 量 从 外 界 输入 ,系统 的 初始 
fE EO CREE AS. 因此 .在 建立 非 线性 动力 学 模型 时 ,如 果 包 括 了 描写 能 量 流失 
的 耗 散 项 .总 要 加 上 驱动 项 ,通常 是 时 间 的 周期 力 ,将 能 量 从 外 界 不 断 和 人 系统 . 驱动 
作用 与 耗 获 作用 相互 竞争 ,允许 轨道 在 相 空 间 不 同 能 量 面 之 间 来 回 穿 越 , 轨 道 最 终 有 
可 能 弛 豫 到 一 个 常 能 面 上 ,也 有 可 能 在 很 大 的 能 量 范 围 内 不 断 调整 ,始终 找 不 到 平衡 
状态 . 在 自然 界 中 这 样 的 驱动 - 耗 散 系统 比比 丝 是 ,例如 ,海洋 中 的 波动 因 与 海 床 的 摩 
擦 其 能 量 不 断 消耗 . 靠 来 自 月 球 的 潮汐 力 的 周期 驱动 ,才能 日 复 一 日 年 复 一 年 地 潮 涨 
潮 落 ,生生 不 息 . 

对 于 耗 散 系统 , 非 线 性 动力 学 关心 的 核心 问题 是 ,系统 的 平衡 态 为 什么 会 失去 稳 
定性 ,在 远离 平衡 态 时 它们 的 运动 又 遵循 怎样 的 规律 ,特别 是 ,一 个 决定 性 的 系统 ,可 
能 沿 着 怎样 的 动力 学 路 径 变 得 混沌 . 与 前 一 章 保 守 的 哈密 顿 系统 一 样 , 研 究 耗 散 系 统 
的 动力 学 有 大 量 报告 和 专著 .在 区 区 一 个 章节 中 想 要 把 这 些 问题 说 清楚 几乎 
是 不 可 能 的 ,只 能 就 讨论 非 线 性 波动 的 需要 , 择 一 漏 万 地 介绍 一 些 有 关 的 概念 和 结 
it ,为 读者 提供 一 些 线索 . 对 于 每 一 个 专题 的 深入 了 解 ,还 得 企 求 原著 . 为 本 书 讨论 波 
动 问题 的 需要 ,我 们 将 着 重 关注 复 变 量 系 统 中 的 非 线 性 动力 学 现象 . 


85.1. 耗 散 系统 的 相 空间 


5.1.1 FARRIS MRR 


保守 哈密 顿 系 统 的 相 体积 V 是 守恒 的 ,在 有 耗 散 时 相 体积 不 再 守恒 ,它们 随时 间 
不 断 收缩 在 相 体积 收缩 的 意义 上 ,我 们 说 耗 散 系统 的 运动 轨道 是 吸引 的 ,在 上 ~ 时 
轨道 点 的 集合 也 就 是 运动 轨道 的 流 形 被 称 为 吸引 子 . 当然 , 相 体积 收缩 到 零 并 不 等 同 
于 收缩 到 相 空 间 中 的 一 个 孤立 点 (虽说 后 一 种 情况 也 是 存在 的 ), 它 只 表明 运动 轨道 
的 吸引 子 有 零 体 积 , 流 形 的 拓扑 结构 却 可 以 在 相 空 间 中 伸展 . 它 有 无 限 薄 的 " 壁 ”不 
妨 用 蜂窝 或 海绵 来 比喻 ,吸引 子 上 的 轨道 依然 可 以 在 很 大 相 空 间 范 围 内 游 走 . 
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在 相同 的 外 部 参数 下 , 相 空间 中 可 能 存在 一 个 或 多 个 吸引 子 , 如 果 属 于 后 一 种 情 
况 , 轨 道 最 终 被 吸引 到 哪个 吸引 子 取决 于 轨道 从 相 空 间 中 哪 一 点 出 发 . 对 于 指定 的 吸 
引子 , 相 空 间 中 所 有 那些 可 以 导向 这 个 吸引 子 的 轨道 初始 点 的 集合 称 做 这 个 吸引 子 
的 吸引 盆 (sink). 对 低 维 动力 学 系统 的 研究 表明 ,两 个 吸引 子 的 吸引 倪 之 间 的 边界 可 
以 是 光滑 的 ,也 可 以 具有 分 维 (fractal) 结 构 , 形 象 地 说 ,就 是 无 论 所 观察 的 相 空 间 尺 度 
多 么 小 ,两 个 吸引 盆 在 边界 上 都 是 你 中 有 我 ,我 中 有 你 . 


5.1.2 不 动 点 


在 一 定 参 数 下 如 果 系 统 存 在 平衡 态 或 称 定 态 (steady state) ,那么 当 处 在 这 个 状 
态 上 并 且 不 受 干扰 时 系统 所 有 的 变量 都 是 时 间 的 常数 ,这 个 状态 对 应 的 相 空间 点 就 
称 为 不 动 点 . 在 给 定 参 数 下 一 个 系统 在 相 空 间 中 可 能 有 多 个 不 动 点 共存 ,在 扰动 下 这 
些 不 动 点 可 能 是 稳定 的 ,也 可 能 不 稳定 ,只 有 稳定 的 不 动 点 才 是 吸引 的 . 
若 系统 的 运动 可 由 一 个 映射 方程 来 描写 
ua = Fs sper ett spear) ， (5-1) 
这 里 矢量 um Qu ,ws，… ,ur)7 的 值 决定 相 空 间 中 的 一 个 状态 ,下 标 n BEAN n KA 
代 得 到 的 值 ,F 是 有 NN 个 分 量 的 非 线 性 代数 算 符 ,一 (0 oe) es M 个 控制 参 
数 ,那么 如 果 相 点 w 映射 到 它 自 身 , 即 满足 
uy = Fl qn vt (5-2) 


个 或 一 个 以 上 的 不 动 点 , 写 做 wo (wd. 
若 系统 的 运动 由 常 微分 方程 描写 


gë = Flu, pa ttt sum)» (5-3) 
下 和 的 意义 同上 ,那么 不 动 点 w OREMESM 4 时 定 态 方程 
du, ol R- 


的 解 ,wu 的 所 有 分 量 都 是 时 间 的 常数 . 

不 动 点 是 系统 允许 存在 的 平衡 态 或 定 态 , 但 它 不 一 定 是 物理 上 实际 可 观测 的 态 . 
只 有 那些 稳定 的 不 动 点 是 容易 观测 到 的 常态 ,如 单 摆 相 图 4-3 中 的 椭圆 点 . 不 稳定 的 
不 动 点 则 通常 观察 不 到 ,好 比 将 一 个 质量 均匀 的 光滑 圆 球 项 在 竖 直 向 上 的 针尖 上 ,我 
们 清楚 地 知道 ,这 样 一 个 平衡 态 的 确 是 存在 的 ,不 过 它 如 此 不 稳定 ,以 至 于 几乎 不 可 
能 被 实现 . 还 有 鞍点 ,我 们 记得 , 它 的 稳定 性 质 依赖 于 扰动 力 施加 的 方向 ,在 实际 情况 
下 扰动 力 不 可 能 总 是 严格 地 沿 着 鞍点 稳定 轨道 的 方向 ,如 图 4- 4 中 位 于 马鞍 中 心 的 
小 球 ,扰动 力 稍微 偏离 鞍点 的 稳定 方向 , 它 就 会 沿 鞍点 的 不 稳定 方向 滚 落 ,因此 鞍点 
也 属于 不 稳定 的 不 动 点 ,通常 是 观察 不 到 的 . 这 样 的 鞍 型 势 阱 在 很 多 物理 系统 中 都 存 


85.1 耗 散 系统 的 相 空间 85 


在 ,包括 非 线性 波动 系统 , 在 控制 参数 变化 时 一 个 耗 散 系统 的 不 动 点 有 可 能 从 稳定 变 
得 不 稳定 , 非 线 性 动力 学 理论 把 目光 更 多 地 聚焦 在 不 动 点 是 否 稳 定 以 及 出 现 什么 样 
的 不 稳定 性 的 问题 上 . 

根据 不 动 点 的 稳定 性 质 , 它 们 被 分 成 了 几 类 ,有 (a) 中心 点 (center),(b) 稳定 结 
点 (stable node), (c) 不 稳定 结 点 Cunstable node) (d). ££ "i (saddle point), (6) 稳定 焦 
点 (stable focus), (D. 不 稳定 焦点 (unstable focus)? ,分 别 见 示意 图 5-1(a) (D. 下 一 
节 讨 论 不 动 点 的 稳定 性 时 我 们 将 结合 具体 例子 介绍 这 些 不 动 点 的 动力 学 特点 . 需要 
强调 的 是 ,不 稳定 不 动 点 (包括 鞍点 ) 尽 管 在 实际 上 几乎 不 可 能 被 真正 观察 到 ,它们 却 
在 物理 世界 中 起 着 极为 重要 的 作用 ,可 以 说 ,没有 不 稳定 的 不 动 点 ,就 不 会 有 我 们 这 
个 充满 活力 的 .气象 万 千 的 世界 . 在 了 解 了 不 动 点 的 稳定 性 问题 和 相关 课题 后 ,相信 


4 
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X X 


' 
(a) 中 心 点 (b) 稳定 结 点 (O 不 稳定 结 点 
(d) 鞍点 (e) 稳定 焦点 (f) 不 稳定 焦点 


图 5-1 各 种 类 型 的 不 动 点 


对 于 复杂 的 多 自由 度 系统 ,在 很 多 情况 下 难以 用 解析 方法 求解 它们 的 不 动 点 , 常 
常 需要 借助 计算 机 . 以 由 常 微 分 方程 (5-3) 描 写 的 时 序 系统 为 例 , 如 果 在 给 定 控制 参 
数 y 下 由 相应 定 态 方程 (5-4) 解 得 的 定 态 解 是 稳定 的 ,这 个 定 态 可 以 成 为 方程 
(5-3) 在 1->co 时 的 浙 近 解 ,只 要 从 恰当 的 初始 条 件 出 发 (初始 轨道 点 位 于 该 不 动 点 的 
吸引 盆 内 ), 人 妃 踪 运动 轨道 足够 长 的 时 间 , 就 可 以 无 限 地 接近 所 求 的 定 态 
us = UC pst) | .不 过 ,采用 计算 机 求解 映射 (5-1) 或 演化 方程 (5-3), 只 能 找到 那 
些 稳 定 的 不 动 点 , 却 不 能 找到 那些 不 稳定 的 不 动 点 ,由 于 计算 机 舍 入 误差 的 摄 动 ， 
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轨道 不 可 能 无 限 趋 近 一 个 不 稳定 的 不 动 点 ， 

为 寻找 系统 所 有 的 不 动 点 ,包括 稳定 和 不 稳定 的 ,需要 求解 定 态 方程 ,例如 对 
于 系统 (5-3), 它 是 方程 (5-4), 即 

Fug opis sum) = 0. (5-5) 

这 是 一 组 N 个 相互 耦合 的 非 线性 代数 方程 ,可 应 用 牛顿 下 降 法 选 代 求 解 ,为 此 需 
要 选取 待 解 函数 wu 的 N 个 分 量 的 初始 猜 值 . 如 果 在 给 定 参 数 yy 下 系统 (5-3) 只 有 
一 个 定 态 , 它 的 吸引 盆 是 整个 相 空 间 ,无 论 取 什 么 初始 猜 值 ,总 能 和 迭代 收敛 找到 
uo ;不 过 在 很 多 情况 下 ,系统 可 能 存在 多 于 一 个 定 态 , 此 时 求解 定 态 方程 (5-5) 就 好 
比 在 一 个 多 山谷 的 地 域 中 寻找 某 个 特定 的 谷底 ,只 有 在 开始 时 把 小 球 放 在 合适 的 
范围 内 , 它 才 能 滚 到 期 望 的 谷底 . 对 于 NN 很 大 的 多 自由 度 系统 ,有 时 这 并 非 易 事 . 


85.2. 不 动 点 的 稳定 性 分 析 


不 动 点 可 能 变 得 不 稳定 ,这 真是 一 件 幸 事 , 如 若 不 然 , 无 穷 小 的 耗 散 终 将 导致 
所 有 物理 系统 归于 寂静 ,那么 我 们 还 能 有 如 此 千变万化 的 美丽 世界 、 还 会 有 生命 
mh? 早 在 一 个 多 世纪 之 前 ,稳定 性 问题 已 进入 数学 家 和 物理 学 家 的 视野 ,1873 年 
Maxwell 就 强调 过 不 稳定 性 问题 的 重要 性 ,他 说 : 


“There are other classes of phenomena which are more complicated,and 
in which cases of instability may occur, the number of such cases increasing, 
in an extremely rapid manner, as the number of variables increases. .. 

"If, therefore, these cultivators of physical science from whom the in- 
telligent public deduce their conception of the physics... are led in persuit of 
arcana of science to the study of the singularities of things, the promotion of 
natural knowledge may tend to remove that prejudice in favor of determina- 
tion which seems to arise from assuming that the physical science of the fu- 


ture is mere magnified image of that of the past. "-**- 


在 这 段 文字 中 Maxwell 特别 强调 了 科学 家 应 该 探索 事物 的 奇异 性 ,而 不 应 有 
决定 论 的 偏见 . 当然 今天 我 们 已 经 知道 ,奇异 性 和 不 稳定 性 完全 可 以 存在 于 决定 性 
系统 之 中 . 非 线 性 动力 学 理论 探索 决定 性 系统 复杂 运动 的 规律 ,分 析 不 动 点 的 稳定 
性 是 其 首要 步 又 ,事实 上 ,在 一 些 学 科 领 域 ,如 近 几 十 年 发 展 起 来 的 等 离子 体 物 理 ， 
不 稳定 性 早已 是 研究 的 焦点 之 一 ,线性 稳定 性 分 析 已 发 展 得 相当 完善 , 非 线 性 研究 
tH A BRIER . 非 线性 动力 学 研究 不 同 于 特定 学 科 , 已 经 有 大 量 研究 结果 说 
明 , 它 所 揭示 出 的 一 些 运动 规律 ,有 着 跨 学 科 的 普遍 意义 . 

假设 时 序 系统 由 方程 (5-3) 描 写 , 在 给 定 参数 xy 下 已 解 出 它 的 一 个 不 动 点 
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Uo = Cue ouo stt vio ,满足 定 态 方程 组 (5-5), 不 动 点 稳定 与 否 要 看 它 对 小 
扰动 的 响应 , 令 u) Su Out) XE Su = (Bui Bus rer Suv)", 2) EE du 表示 在 
相 空 间 的 第 & 个 维度 上 从 不 动 点 u, 的 偏离 ,代入 方程 (5-3) ,保留 到 du 的 一 级 量 ， 
得 到 关于 du 的 线性 化 方程 


d 
q t — Hw) + bu, (5-6) 
这 里 HEN XN 的 矩阵 ,用 双 下 划 线 表示 , 它 的 矩阵 元 
H; = OF (uo) /du; (53 = 0,2,-.ND (5-7) 


依赖 于 定 态 uo Ga stus TER ZR TRE P S RE 
假设 微 扰 随 时 间 的 演化 有 形式 Su COD) e" ,这 里 BuO) fe c—0 时 刻 的 扰动 ,从 线 
性 齐 次 方程 组 (5-6) 有 非 零 解 的 条 件 得 到 ， 
| Hw) —aL |= 0, (5-8) 
式 中 1 是 NXN 的 单位 矩阵 . 对 于 非 线性 系统 , 定 态 方 程 (5-5) 是 一 个 耦合 代数 方 
程 组 ,矩阵 HH(w) 一 般 有 非 零 的 非 对 角 和 矩阵 元 素 ,只 有 在 定 态 方 程 (5-5) 的 各 方程 
AB ABET» Cuo ) A BUG 3t fa Ee. 
AE PE. H Ga ) 的 N 个 本 征 值 分 别 描写 在 相 空 间 的 六 个 特征 方向 上 对 不 动 点 uo 
的 扰动 Bu CO BO A ETT A. 非 线性 动力 学 理论 告诉 我 们 ,如 果 在 这 N 个 本 征 值 中 至 
少 有 一 个 实 本 征 值 从 负 值 变 为 正 值 ,或 者 一 个 复 本 征 值 的 实 部 从 负 值 变 为 正 值 , 那 
么 扰动 8u(1) 的 幅度 将 随时 间 指 数 增长 ,不 动 点 us 就 是 不 稳定 的 . 不 动 点 从 稳定 变 
得 不 稳定 ,用 数学 语言 说 就 是 这 个 不 动 点 出 现 了 分 盆 (Cbifurcation)， 
下 面 讨 论 两 类 重要 的 分 贫 现 象 : ERAS ADS Csaddle-node bifurcation) MEE 
夫 (Hopf) 分 贫 , 在 许多 关于 非 线性 动力 学 的 专著 中 都 可 以 找到 这 些 分 贫 现 象 的 实 
例 ,这 里 为 讨论 非 线 性 波动 的 需要 ,我 们 在 观察 这 两 类 不 稳定 性 时 都 允许 本 征 值 取 
复数 . 
5.2.1 n 
显示 鞍 结 点 分 岔 的 一 个 典型 模型 是 和 
Far tp, (5-9) 
让 我 们 讨论 在 控制 参数 y 改变 时 , 它 的 不 动 点 对 扰动 的 响应 . 
方程 (5-9) 有 两 个 不 动 点 xo = Vp, X ro 作 小 扰动 ,x (四 二 zzo 十 87(t) ,代入 式 
(5-9) ,得 到 òx 满足 的 线性 化 方程 是 


dar =— 2x ðr, (5-10) 


假设 Sr 的 时 间 行 为 遵循 形式 8x CO — 82 COD e* ,对 应 两 个 不 动 点 分 别 求 得 本 征 值 


88 SHE MRSA TE JE TC FEBR SE 


A= — 2r = F2 dp. 
Al 5-2 给 出 本 征 值 4 随 控 制 参数 w 的 变化 ,(a) 是 虚 部 ,(b) 是 实 部 . 
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Hu H 
(a) 本 征 值 虚 部 (b) 本 征 值 实 部 
图 5-2 ”对 方程 (5-9) 的 不 动 点 ro 一 士 Vx 扰 动 的 复 本 征 值 随 控制 参数 jy 的 变化 


由 图 可 见 ,w<0 时 ,对 应 两 个 不 动 点 zo 一 士 Vp 的 本 征 值 是 一 对 共 轿 的 纯 虚 数 
Anco =Fi2 JT ul, (5-11) 
ENED 82 CO AEE HR. 当 p> —0 时 , 式 (5-11) 中 正 负 两 个 频率 分 支 的 
绝对 值 迅速 减 小 .直至 在 y=0 时 汇合 到 4 二 0, 如 图 5-200 Boos. ATE p= to 时 ， 
本 征 值 变 为 一 对 实数 
1 一 于 2 Vp (5-12) 
如 图 5-2(b) RR. 
因此 ,在 w<0 时 对 不 动 点 Ww 和 一 Vx 扰动 的 本 征 运动 都 是 周期 振荡 ,5x(z) = 
&r(0 e? 77 ,轨道 在 相 图 上 以 频率 2 Vix| 旋 转 ,方向 相反 ,幅度 由 初始 扰动 
57(0) 决 定 ,不 随时 间 改 变 . 因此 这 两 个 不 动 点 都 是 中 心 点 , 见 示 意图 5-1(a). 
在 42-0 时 本 征 频 率 变 为 0, 扰 动 不 再 出 现 本 征 振荡 . 在 两 个 不 动 点 中 ,re =Vp 
是 稳定 的 ,对 应 本 征 值 一 2 Vu[ 图 5-2(b) 中 虚线 ], 任 何 初始 扰动 的 幅度 随时 间 都 将 
单调 地 指数 衰减 ,5r(1) = 6z(0)e ”WY'', 轨 道 最 终 落 在 该 不 动 点 上 ;而 另 一 不 动 点 
zo 一 一 是 不 稳定 的 ,对 应 本 征 值 上 2 Vx[ 图 5-2(b) 中 实 线 ] ,扰动 单调 地 随时 间 
指数 增长 ,8z(Gb 一 Sz(0)er2A… 故 pe>0 时 的 这 两 个 不 动 点 和 一 yw 分 别 属 于 稳 
定 结 点 和 不 稳定 结 点 ,后 者 也 称 做 排斥 子 (repeller) , 见 示意 图 5-1(b) 和 (c). 
临界 参数 p=0 是 系统 (5-9) 动 力学 行为 的 一 个 分 岔 点 ,在 w<0 时 不 动 点 是 两 
个 中 心 点 ,在 > 0 时 这 两 个 中 心 点 突然 转变 为 一 个 稳定 结 点 和 一 个 不 稳定 结 点 
4 fi KR 4 二 0 是 一 个 鞍点 ,图 5-1(d) 是 远 点 的 示意 图 ,就 像 在 马 进 中 的 小 球 那 样 ， 
对 其 扰动 的 稳定 和 不 稳定 轨道 各 有 两 条 ,依赖 于 初始 扰动 的 方向 [这 里 就 是 9a (0) 
Bg fr J. 
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因为 当 w 从 0 改变 到 十 0 时 鞍点 转变 为 一 对 (稳定 和 不 稳定 ) 结 点 ,系统 (5-9) 
的 这 个 分 岔 现象 被 称 为 鞍 结 点 分 岔 . 在 出 现 鞍 结 点 分 岔 的 同时 ,原来 在 w<0 处 不 
动 点 对 扰动 响应 的 本 征 频率 一干 2 Vix| 完 全 消失 了 ,运动 的 特征 时 间 尺 度 ( 可 定 
义 为 2x/1w|) 变 成 无 穷 大 ,本 征 频 率 的 消失 正 是 鞍点 的 不 稳定 和 稳定 轨道 随时 间 
单调 变化 而 不 出 现 振荡 的 原因 . 我 们 看 到 ,在 分 岔 点 上 ,扰动 复 振 子 的 幅 角 运动 状 
态 与 振幅 运动 状态 同时 出 现 了 突变 . 

当 y 从 一 0 趋 近 分 岔 点 0 时 ,扰动 的 本 征 振荡 频率 w 一 干 2 V4 的 绝对 值 迅速 降 
低 , 这 类 低频 模式 在 物理 上 称 为 软 模 (soft mode). 本 例 给 我 们 的 启示 是 : 模式 随 参 
数 迅 速 软化 ,可 能 预示 鞍 结 点 不 稳定 性 的 发 生 . 在 后 面 非 线性 波 的 例子 中 ,我 们 将 
看 到 鞍 结 点 不 稳定 性 对 波动 现象 起 着 怎样 重要 的 作用 ， 


5.2.2 Hopf 2 


鞍 结 点 分 岔 可 以 发 生 在 单 自 由 度 系统 中 ,而 本 小 节 讨 论 的 Hopi HERA 
二 个 以 上 自由 度 的 系统 中 才 可 能 发 生 . 从 下 面 的 分 析 我 们 将 看 到 ,在 Hopf 2r 5 A 
生前 后 系统 都 存在 有 限 大 小 的 特征 频率 ,只 是 在 分 岔 前 以 这 个 频率 的 运动 被 阻尼 
HT ,在 分 贫 后 它 才 显现 在 系统 的 渐 近 运动 中 . 在 这 个 意义 上 我 们 说 ,伴随 Hopf 
分 命 将 有 一 个 新 频率 出 现在 系统 中 . 

让 我 们 利用 下 面 的 模型 讨论 Hopf MAR 


wy talu a Ha], (5-13a) 
Y= or + yla è + y. (5-13b) 


定义 zx 二 rcos0,y 二 rsin9, 它 们 是 复 振子 矢量 ra)”. =x) 十 iy(2) 在 相 空 间 中 两 
个 相互 正 交 方 向 上 的 投影 . 在 极 坐 标 下 方程 (5-13) 化 为 


d , 

Trur), (5-14a) 
d y, (5-14b) 
dt 


这 样 我 们 看 到 ,方程 (5-13a) 和 (5-13b) 中 含 w 的 项 分 别 描写 的 是 复 振子 矢量 的 旋 
转运 动 在 z 轴 方 向 和 y 轴 方 向 上 的 投影 , 含 y 的 项 决定 了 振幅 x(t) 的 线性 增长 率 ， 
此 外 振幅 还 随时 间 非 线性 变化 . 

从 振幅 的 定 态 方程 dr/dr— 0 可 得 到 它 的 两 个 不 动 点 解 ,m —0 和 ro 一 Vp. 因为 
要 求 振幅 为 实数 ,在 pw<<0 时 只 有 7, 一 0 在 物理 上 有 意义 ,在 w>0 时 这 两 个 不 动 点 
都 是 系统 允许 的 解 . 对 应 不 动 点 二 0, 振 子 虽 有 一 定 频率 w, 但 振幅 为 0; 对 应 不 动 
点 mm 一 \ 信 ,振子 以 频率 o 和 有 限 大 小 振幅 Yu 作 旋转 运动 . 
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方程 (5- 14a) 的 不 动 点 ro — 0 Wet FAR V f- 13) KABA Cro yo) = 
(0,0) ,为 讨论 它 的 稳定 性 质 , 对 (zuo,y) 作 微 扰 8.x CO = 8x (OJ e* ,8yCO —8yCO e", 
从 方程 (5-13) 得 到 扰动 的 本 征 方程 为 : 


HOÀ 7w 


一 0， (5-15) 
w HÀ 


解 得 

à= p tiw, (5-16) 
我 们 注意 到 ,扰动 振子 位 相 的 旋转 频率 w 出 现在 矩阵 的 副 对 角 线 中 ,振幅 的 线性 增 
KR p 出 现在 主 对 角 线 中 . 振子 振幅 随时 间 的 演化 为 -C2) = ar) 二 8r(0)e”-w ,在 
4<0 时 振幅 r(1) 指 数 衰减 ,频率 w 不 会 在 渐 近 解 中 表现 出 来 ,p 之 0 时 roO £148 
指数 增长 ,频率 o 显现 在 渐 近 解 中 . 这 样 , 当 参数 w 从 一 0 跨 过 临界 点 时 ,不 动 点 
Gro ) 失 稳 , 一 个 新 的 频率 出 现 ,这 就 是 不 动 点 的 Hopf 分 贫 , 见 示意 图 5-3. 


uU 


图 5-3 Hopf 分 贫 示 意图 


TE p<0 时 不 动 点 (zxs ,yo) 是 一 个 稳定 焦点 ,在 py 之 0 时 变 成 一 个 不 稳定 的 焦 
点 ,参考 图 5-1(e), 0D. 


5.2.3 非 平 凡 不 动 点 


现在 讨论 振子 振幅 方程 (5- 14a) 的 另 一 个 不 动 点 ro 二 Yr, 我 们 知道 ,方程 (5- 14) 
描写 一 个 以 频率 o 旋转 的 复 振子 运动 .因此 ,对 应 前 面 解 得 m 0 这 个 复 振子 虽然 
也 有 旋转 频率 ,但 振幅 为 0 ,故而 ro —0 是 一 个 平凡 不 动 点 ,相对 而 言 ,w>>0 时 振幅 
的 不 动 点 mm 一 Vw 是 非 平凡 的 , 它 的 值 为 有 限 大 小 . 

注意 振幅 方程 (5-14a) 的 非 平凡 不 动 点 r, 一 Vn 并 不 满足 系统 (5-13) 的 定 态 方 
FE dx, /dt=0 和 dy, /dt 二 0, 为 使 系统 (5-13) 和 (5-14) 在 这 一 点 上 统一 ,可 作 变 换 

80) = wt talt), (5-17) 
这 里 a 是 复 振子 在 以 频率 w 旋转 的 坐标 系 中 的 位 相 . 变换 (5-17) 不 改变 振幅 方程 
(5-14a) 的 形式 ,关于 9 的 方程 (5-14b) 则 变 为 
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da 
dt 
因此 ,在 这 个 旋转 坐标 系 中 位 相 a 是 时 间 的 常数 ， 
S TU) =rcosa. yy 一 rsina, 它 们 是 在 旋转 坐标 系 中 复 振 子 roe" —2d-iy Bg 
投影 坐标 ,服从 方程 


一 0， (3-18) 


an — Flu (z +5), (5-19a) 
dy |— R 


经 过 这 个 变换 ,方程 (5-13) 中 振子 以 频率 w lef 6 384) 167; EG-1D PR T . [e] 
时 ,振幅 方程 (5-14a) 的 非 平 凡 不 动 点 7 二 Vp 也 成 为 方程 (5-19) 的 定 态 , CH= 
rocosa» Jo — rosina) , 3X He 由 初始 条 件 决定 . 

类 似 前 面 的 作法 ,对 系统 (35-19) 的 不 动 点 (CZ, SO VEDA T= T HT, $— yo H 
55 ,得 到 


Gar = = por 一 (335 + 3:083 — 22, 3.85. (5-20a) 
d.i. ge =! Pis z = Re z 
a> = poy — Gi; + 33,28» — 2o HOF (5-20b) 
由 此 找到 扰动 演化 的 本 征 方程 为 
u— BF +5 —A 一 23,5» 


; . 一 0， (5-21) 
一 23.5. pa Gs 355) 一 人 


我 们 看 到 ,方程 (5-21) 中 的 矩阵 元 不 仅 依赖 于 控制 参数 e 本 身 , 还 依赖 于 不 动 点 
C, ,为 ) 在 相 空间 中 的 位 置 ,因此 和 矩阵 的 本 征 值 也 将 随 不 动 点 的 位 置 改 变 . 对 于 
本 例 的 情形 ,(2 ,部 ) 位 于 以 原点 为 中 心 ,rm 为 半径 的 一 个 贺 上 ,利用 or 
容易 说 明 , 无 论 (2,,5) 在 圆 上 的 哪 一 点 ,本 征 值 4 的 解 都 是 0 和 一 2w, 不 同 于 在 族 
转 坐 标 系 中 对 平凡 不 动 点 (0,0) 扰 动 的 本 征 值 4=j. 回 到 旋转 前 的 坐标 系 , 非 平凡 
ABH Fo ,6) 对 应 一 个 以 不 变 振幅 VA 和 频率 的 旋转 运动 , 它 是 系统 的 吸引 子 ， 

一 般 而 言 ,对 非 平凡 不 动 点 扰动 时 ,扰动 的 本 征 值 实 部 和 虚 部 都 可 能 随 不 动 点 
的 位 置 改变 . 如 果 一 个 多 自由 度 系 统 也 存在 这 样 的 非 平凡 不 动 点 ,对 其 扰动 的 本 征 
行为 , 即 扰动 振子 的 本 征 频率 和 振幅 的 线性 增长 率 ,也 将 可 能 随 不 动 点 的 位 置 改 
变 . 假如 每 个 振子 与 一 定 的 空间 尺度 ( 波 数 ) 对 应 ,那么 用 波动 物理 的 语言 来 说 , 振 
子 本 征 行为 的 改变 就 是 系统 色散 行为 的 改变 . 在 第 二 章 中 我 们 曾经 探讨 过 什么 是 
非 线 性 色散 ,在 这 里 已 经 依稀 看 出 , 当 扰 动 一 个 平凡 的 不 动 点 时 ,只 能 找到 线性 色 
散 关系 ,而 扰动 一 个 非 平凡 不 动 点 ,扰动 振子 的 本 征 行为 将 偏离 线性 色散 . 
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5.2.4 其 他 分 贫 现 象 


从 前 面 的 分 析 已 经 知道 , 鞍 结 点 分 舍 和 Hopf 分 岔 分 别 发 生 在 复 本 征 值 的 虚 
部 趋 于 零 和 实 部 由 负 方 向 路过 零点 时 , 波动 模式 一 般 是 复 振子 .涉及 振幅 和 位 相 的 
运动 ,因此 常 出 现 这 两 类 分 兮 过 程 . 除 与 复 本 征 值 有 关 的 临界 现象 外 , 非 线 性 系统 
的 分 岔 还 出 现在 实 本 征 值 发 生 临 界 改变 时 ,这 里 简单 介绍 其 中 的 两 种 ” : 

1. NHE (pitchfork bifurcation) 

可 用 下 面 的 简单 模型 说 明 

i= uro— x. (5-22) 

对 于 之 SRE Lu — 0 是 一 个 临界 参数 点 ,w<0 时 只 有 一 个 稳定 结 点 ro 二 0,Ap>0 
时 系统 允许 两 个 稳定 结 点 zo 二 Vy 和 一 Vp, 如 图 5- 4 所 示 . 注意 到 方程 (5-22) 与 节 
5. 2. 2 中 复 振子 的 振幅 方程 (5-14a) 有 同样 的 形式 , 义 式 分 兮 也 可 以 看 做 是 Hopf 
4 fX YE w 一 0 时 的 极限 情形 . 


(a) MADE (b) ER 
图 5-4 又 式 分 盆 和 器 临界 分 盆 示 意图 
2， 跨 临界 分 岔 (transeritical bifurcation) 


利用 模型 
i= pyrr, (5-23) 
容易 说 明 ,yu 一 0 是 一 个 临界 点 ,不 动 点 mm=0 fE pO 时 是 稳定 的 结 点 ,在 pe > 0 时 
变 为 不 稳定 的 结 点 ; 另 一 个 不 动 点 x 一 4 E p< 是 不 稳定 结 点 ,py 之 0 时 变 为 稳定 


的 结 点 . 两 个 结 点 的 稳定 性 质 在 临界 点 0 处 恰好 发 生 了 交换 ,如 图 5- ACD) TAN. 


$5.3 耦合 非 线 性 复 振 子 系统 


在 节 5. 2. 2 中 我 们 讨论 了 单个 非 线性 复 振 子 的 分 岔 现象 , 它 由 振子 在 相 空 间 
中 相互 正 交 的 两 个 方向 上 投影 的 运动 方程 (5-13) 描 写 ,通过 对 复 振子 进行 扰动 并 
分 析 其 本 征 行为 ,得 到 了 不 动 点 的 稳定 性 质 , 特 别 是 在 恰当 的 旋转 坐标 系 中 找到 了 
非 线 性 复 振子 的 非 平 凡 不 动 点 ,可 知 对 非 平凡 不 动 点 作 扰动 时 ,扰动 振子 的 本 征 行 


85.3. 耦合 非 线性 复 振子 系统 93 


为 将 依赖 于 不 动 点 的 位 置 . 本 节 将 考虑 相互 耦合 的 N 个 复 振 子 系统 ,其 中 第 & 个 
复 振子 (ze 十 bx ) 在 两 个 相互 正 交 方向 上 的 投影 分 量 oe ye 遵循 下 面 的 方程 


dx, 


dr = Fi Cr, Yk Tjek Myths (5-24a) 
d 
u = Gi Gu Yt Tjeks Yie)» (5-24b) 


(kof = 1,2... ND 

AE FG, 一 般 是 其 宗 量 的 非 线 性 函数 . 如 果 FIG, 不 依赖 于 《xjzi ret ,振子 
(zi 十 iyi) 的 演化 将 独立 于 其 他 jAk 振子 (参考 方程 (5-13)),2N 个 方程 (5-24) 找 
BN 个 独立 复 振 子 ; 当 它们 是 {xz ;yjzi) 的 函数 时 ,振子 与 另外 NN 一 1 个 振子 相 
互 作用 , 联 立方 程 组 (5-24) 描 写 了 一 个 克 合 非 线 性 复 振子 系统 . 

假设 系统 (5-24) 在 给 定 参数 下 存在 不 动 点 ,在 复 空 间 中 记 作 (zx, 十 iy。o) ,满足 
dxo/dt 二 0,dyo/dt 二 0, 这 里 已 采用 矢量 记号 D(a Tester)" 和 yy 一 (yy， 
eryn) ARB ARENT , 令 

x(t) = omm. yt) = yo + yl), (5-25) 

RAT (5-24), BA 8, 0 ,sy CO WS EREDE A N=3 为 例 , 它 有 下 
面 的 形式 


DEIN PHa He i 7 75. 817 
yi Hu Hy 7 77 7 074 8yi 
de j> He Ha s JL D -2 
dt |3y, "s ns Ha Ha ` "nul By 
ÒT; ey "2 Ha Hs òT 
LO ys J Loe, " "uL E Hes Ha .ys J 
AME H 的 各 元 素 为 
Hy ua = OF /Ox laps Hang = OF e/ OY; laa? 


Hua: = 9Gi/Ox; los Hua = 9Gi/9y; las 

fL AY TE AS BRK Go » y Ab BEL. 

假设 各 扰动 量 的 时 间 行 为 遵循 形式 B, CO = 8x, CO e" Bye CO) = Sy, CO e" ,从 
扰动 方程 (5-26) 可 建立 起 系统 的 本 征 方程 

| HG») =AL |= 0. (5-27) 

V HS ARB (a0 + iyo) AU DE BH (Ox + 1830 B AR GE AT E OT JE 2N X ZN 的 单 
位 矩阵 . 

证 我 们 观察 矩阵 H 的 形式 ,典型 地 , 它 可 被 划分 为 NXN 个 二 维 子 矩阵 ,对 角 
线 上 的 子 矩 阵 为 
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a i Ha u (5-28) 
' 5- 
Horea Horze 


fec FIR RR STE ae k PERT Gr 十 iSy) 的 本 征 行为 ,可 参考 单个 振子 
的 模型 (5-13), 这 里 不 再 重复 ; 非 对 角 线 上 的 子 和 矩阵 [ 式 (5-26) 中 画 有 ”….” 的 部 分 ] 
RAT AERA A SEATS. ,其 中 子 矩 阵 
| aa (5-29) 
Harz i Horz 
描写 的 是 第 j 个 扰动 振子 (Sz, tidy) 对 第 个 扰动 振子 (3Szxe 十 isy ) 运 动 的 影响 ， 
这 个 影响 是 通过 不 动 点 (Crs 十 iyo) 实 现 的 ,说 明 ( 非 平凡 的) 不 动 点 可 以 将 第 j 个 自 
由 度 上 的 扰动 (37, 十 i6y,) 散 射 到 第 个 自由 度 (6x4 十 ys) 上 去 . 当 控制 参数 改变 
时 ,不 动 点 (zeo,y ) 在 相 空 间 中 的 位 置 发 生变 化 ,矩阵 Hrs ,yy ) 的 元 素 以 及 它们 对 
扰动 振子 (3z,3y) 的 散射 作用 也 相应 改变 . 
将 2NX2N 维和 矩阵 H 作对 角 化 可 求 出 它 的 2N 个 本 征 值 . 只 考虑 矩阵 元 为 实 
数 的 情形 ,这 时 如 果 有 一 个 本 征 值 为 复数 ,一 定 还 有 一 个 与 之 共 轿 的 复 本 征 值 , 当 
它们 的 虚 部 变 为 0 BE ix —o RETE GE (ELE 2g PI P SEC. 这 里 暂且 限于 讨论 矩阵 
昌 所 有 本 征 值 都 是 复 共 轿 的 情形 ,将 第 对 共 思 本 征 值 记 做 Xi 一” RA, ,这 里 
Ag? AMA, 分 别 表示 Xi 的 实 部 和 虚 部 ,Kx* 上 的 “~” 号 强调 这 是 在 矩阵 对 角 化 后 的 表象 
下 讨论 问题 . 
由 于 振子 间 存 在 相互 作用 ,一 般 已 不 能 将 u SCHR AT RR 个 振子 (re 十 
iy) 的 行为 对 应 ,这 N OSES AR AE Ag =a, cA, 首先 表达 这 样 一 个 事实 : 在 
KPBARRFRAAPM ADA Cro yo。) 的 扰动 有 NN 个 可 能 的 本 征 频率 ,wi 三 
Xi MRS Lai NBS BE EE 那么 ,在 不 动 点 受到 扰动 时 ,这 N 
个 本 征 频 率 都 能 在 运动 中 显现 出 来 吗 ? 设想 一 个 不 动 点 (ze,y) 受 到 扰动 ,一 般 它 
会 在 对 角 化 表象 中 的 所 有 方向 上 都 有 投影 分 量 ,但 只 有 在 本 征 值 实 部 2;. 0 
的 那些 特征 方向 & 上 ,初始 扰动 的 振幅 才 会 指数 增长 ,相应 的 本 征 频 率 wi* 最 终 会 
显现 出 来 ,至 少 在 线性 近似 下 是 如 此 . 需要 注意 的 是 ,因为 失 稳 方向 上 * 上 的 运动 在 
所 有 健 里 叶 方 向 上 都 有 投影 ,因此 在 任何 传 里 叶 有 方向 上 都 能 观察 到 失 稳 的 频 
X wj. 
根据 矩阵 理论 我 们 知道 ,对 应 每 一 个 本 征 值 站 ,矩阵 H 有 一 个 ( 归 一 化 ) 本 征 
矢量 , 记 为 


à SF Nobo eet b IE (5-30) 
EP i 和 5 E d PEEPS ISI RU A De 和 yi 方向 (= L2 N) ERRA 
量 ,对 应 共 轿 的 本 征 值 AZ RAT AERERU AS E RE o 这 里 我 们 暂且 将 URL] 
FEDEA LAE AG AU AL 的 本 征 方向 ,如 果 本 征 值 的 实 部 大 于 0, 就 认为 相应 
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的 本 征 矢量 oL o; 代表 了 对 该 不 动 点 扰动 的 不 稳定 方向 . 在 第 八 章 中 讨论 波动 系 
统 时 我 们 将 对 这 个 问题 作 进一步 思考 ,提出 关于 对 不 动 点 扰动 的 本 征 方向 的 另外 
一 种 表述 . 
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不 动 点 在 扰动 下 失 稳 后 , 沿 着 不 稳定 方向 扰动 的 幅度 指数 增长 , 当 幅 度 足 够 大 
时 ,线性 分 析 将 远 远 不 能 描述 系统 的 演化 .运动 行为 可 以 变 得 非常 复杂 ,甚至 是 混 
3 AY (chaotic). 

1963 4E. PRE FEAF DE HI CAR ^£ 2€ BE + KER (Edward Lorenz) 在 试图 利 
用 计算 机 模拟 进行 长 期 天 气 预报 时 发 现 ,在 一 些 参 数 区 ,方程 的 解 非常 敏感 地 依赖 
于 初始 条 件 , 它 们 的 演化 实际 上 是 不 可 预言 的 ,这 说 明 , 即 使 没有 噪声 ,一 个 决定 性 
的 非 线性 系统 也 可 以 存在 混沌 解 :”'. 时 至 今日 ,这 一 观点 已 被 广 为 接 受 ,混沌 (cha- 
os) 作 为 一 个 物理 名 词 几乎 已 经 家 喻 户 晓 . 混沌 现象 由 Lorenz 这 样 的 气象 学 家 首 
先 发 现 也 许 不 是 偶然 的 ,从 20 世纪 初 以 来 的 几 十 年 间 , 由 于 量子 力学 的 成 就 ,物理 
学 家 的 兴奋 点 多 集中 在 微观 领域 ,而 从 事实 际 问题 研究 的 科学 家 却 必须 面 对 像 潮 
流 这 样 的 课题 .在 关注 海洋 .大 气 . 磁 层 等 地 球 现象 .太阳 、 太 阳 风 等 地 外 现象 ,以 及 
实验 室 流体 .等 离子 体 中 的 复杂 现象 时 ,为 预报 .控制 等 目的 .他 们 需要 在 纷乱 无 序 
的 数据 中 寻找 运动 的 内 在 规律 . 弄 清楚 动力 学 系统 中 轨道 通过 什么 途径 变 得 混流 
以 及 在 混沌 状态 下 运动 有 什么 规律 ,对 这 些 领域 有 重要 意义 . 

处 理 线性 系统 的 方法 为 人 们 所 熟悉 ,它们 是 标准 的 : 傅 里 叶 展 开 ,. 本 征 值 分 
Tr ,和希 尔 伯 特 空间 等 ,与 此 相对 照 , 非 线性 系统 一 向 被 认为 极 具 个 性 ,一 个 多 世纪 以 
来 只 找到 了 少数 非 线性 方程 的 解析 解 ,为 此 还 得 发 展 各 自 的 特殊 解法 .混沌 和 消 流 
现象 更 令 人 感觉 非 线性 系统 是 如 此 难以 捉摸 和 不 可 预测 . 不 过 , 近 些 年 来 的 研究 却 
揭示 出 问题 的 另 一 面 : 原来 . 非 线性 系统 的 运动 有 许多 共通 的 规律 ,如 前 面 介绍 的 
几 个 分 岔 现象 ,已 发 现 它们 可 出 现在 分 属 自然 界 不 同 领域 的 许多 非 线 性 系统 中 ,后 
来 人 们 更 发 现 , 通 向 如 此 不 可 预测 的 混沌 状态 也 有 着 一 些 共同 的 途径 (route 或 
scenario) ,它们 大 体 可 以 分 为 三 大 类 : 通过 局 域 分 岔 . 通 过 阵 发 和 通过 全 局 分 贫 向 
混沌 转变 . 


5.4.1 通过 局 域 分 岔 向 混沌 转变 


采用 局 域 分 岔 (local bifurcation) 于 :这 个 名 词 是 为 了 区 别 于 全 局 分 岔 (global 
bifurcation) ,后 者 是 一 种 以 十 分 激烈 的 方式 向 混沌 转变 的 途径 , 它 牵 扯 到 相 空 间 中 
的 大 尺度 结构 ,如 吸引 子 、 吸 引 盆 鞍点 的 稳定 和 不 稳定 轨道 等 ,而 且 向 混沌 的 转变 
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是 突然 发 生 的 . 相 比 之 下 ,通过 局 域 分 分 向 混沌 转变 的 过 程 要 缓和 得 多 , 随 参 数 改 
变 系 统 逐 一 地 遭遇 分 贫 点 一 一 有 限 或 无 穷 多 个 ,每 一 次 分 岔 都 引起 运动 流 形 的 拓 
扑 结构 出 现 某 种 改变 ,如 在 Hopf 分 岔 中 不 动 点 变 成 极限 环 , 再 次 Hopf 分 盆 后 极 
限 环 变 成 二 维 环 等 . 典型 的 通过 局 域 分 分 到 达 混 沌 的 途径 当 属 费 根 鲍 姆 (Feigen- 
baum, 亦 称 period doubling HII fi J&] Bl 4 20 3& $8.7 和 吕 挨 勒 - 塔 肯 斯 (Ruelle- 
Takens) R74", 

1， 倍 周期 途径 

虫口 模型 BD SR UL WE BR logistic map) 57 

Zaa = Ax, Cl—2z,) = fala), (5-31) 

是 说 明 售 周期 分 岔 途径 最 好 的 例子 ,模型 描写 生物 种 群 的 数量 变化 , 式 中 zx, 是 第 n 
代 果 蝇 的 数量 ,下 一 代 的 数量 x,- :受到 环境 因素 (控制 参数 4) 的 影响 , 非 线 性 地 依 
RT x. 

图 5-5(a) 汇 总 了 A 在 [0,4) 范 围 内 取 值 时 从 On, 1.0 的 几 个 初始 点 出 发 
的 映射 结果 ( 圆 点 ) , 暂 态 过 程 已 经 略 去 ,(b) 是 (a) 的 细部 . A< 时 ,x 总 是 小 于 r 
因此 无 论 从 什么 xo 值 出 发 ,映射 值 总 是 趋向 稳定 的 平 几 不 动 点 ri —0. E A— 1.0 时 
不 动 点 xi 出 现 跨 临 界 分 岔 ,映射 点 被 吸引 到 系统 的 另 一 个 不 动 点 x —1—1/A 
上 , 失 稳 的 不 动 点 x; =0 在 图 上 用 水 平 虚线 表示 . 


(a) 在 [0.4) 范围 内 的 映射 结果 (b) (a) 的 细部 
图 5-5 虫口 映射 (5-31) 的 渐 近 解 随 控制 参数 A 的 变化 


A —3.0 是 另 一 个 临界 点 , 记 为 Ay ,越过 它 时 不 动 点 rz —1—1/A 经 历 了 一 次 
叉 式 分 贫 , 如 果 从 某 个 初始 值 re FRERE n BBA, 被 吸引 到 两 个 
不 动 点 上 来 回 跳动 , 随 参 数 改 变 它们 在 图 5-5(a) 上 形成 了 2! 个 分 支 , 失 稳 了 的 不 
动 点 zx? 在 图 上 用 虚线 表示 ， 

图 5-6(a) 和 (b) 有 助 于 理解 不 动 点 zz 为 什么 会 出 现 叉 式 分 岔 ,图 中 单 峰 曲线 
是 函数 fa (x), 它 与 对 角 线 ri 一 的 交点 是 映射 在 0 委 z 委 1 范围 内 的 不 动 点 ， 
图 5- 6(a) 中 A 一 2. 9, 不 动 点 zxr =0 已 失 稳 , 上 映射 点 最 终 收 敛 于 不 动 点 xf —1—1/A; 
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图 5-6(pb) 给 出 A—3. 1 的 情形 ,这 时 不 动 点 x; —1—1/A 也 已 失 稳 , 渐 近 映 射 值 在 
两 个 新 生成 的 不 动 点 上 来 回 跳 既 ,它们 是 不 动 点 zz 又 式 分 岔 的 结果 . 


图 5-6 不 同 控制 参数 A 下 虫口 映射 (5-31) 的 计算 结果 


在 图 5-5(a),(b) 上 可 以 看 到 ,第 一 次 又 式 分 岔 后 产生 的 两 个 不 动 点 在 临界 值 
A55. 45 处 也 同时 出 现 又 式 分 岔 , 它 们 失 稳 成 2 个 稳定 的 不 动 点 ,此 后 叉 式 分 贫 


继续 发 生 ,如 在 A= A293. 54 时 4 个 不 动 点 同时 失 稳 ,分 贫 成 2: 个 不 动 点 ，…… 
一 般 地 ,在 参数 ATA, 时 ,系统 的 O 个 不 动 点 同时 出 现 叉 式 分 岔 ,生成 2" 个 稳 


定 不 动 点 ,映射 轨道 将 在 这 2” 个 不 动 点 上 周而复始 地 跳跃 .到 A=A. 时 ,如 果 从 
某 个 初始 值 ro 开始 迭代 , 渐 近 解 将 在 无 穷 多 个 不 动 点 上 跳动 ,映射 结果 变 得 如 此 
无 序 , 以 至 于 可 认为 实际 上 是 混沌 的 .图 5- 6(c) 是 A=3.8 时 从 z= 二 0.1 出 发 的 前 
100 个 映射 值 ,它们 已 经 显得 十 分 无 序 . 

向 混沌 转变 的 这 个 途径 称 为 Feigenbaum 途径 ,对 出 现 该 途径 的 不 同 映射 模型 
的 研究 发 现 比值 
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_ AL An 

Ani A,’ 
的 极限 on. 是 一 个 普 适 常数 ,84. 669…, 称 为 Feigenbaum 数 ” ,这 里 A, 是 第 > 
次 又 式 分 岔 发 生 的 临界 参数 ， 

本 书 关心 的 波动 演化 都 要 由 微分 方程 描写 ,为 什么 在 这 里 还 要 详细 讨论 简单 
的 映射 模型 ? 其 实 ,演化 也 是 一 种 映射 , 作 过 计算 机 求解 微分 方程 的 人 一 定 很 容易 
理解 这 一 点 .在 ( 常 ) 微 分 方程 的 数值 模拟 中 ,将 未 知 函 数 对 时 间作 离散 化 ,以 显 式 
差分 格式 为 例 , 计 算 要 从 上 一 个 时 间 步 长 上 的 值 推演 出 下 一 个 时 间 步 长 上 的 值 来 ， 
这 就 像 是 果 蝇 种 群 数 量 代 际 改变 的 映射 过 程 . 从 虫口 模型 找到 的 Feigenbaum 3& 
径 , 在 很 多 物理 系统 中 都 观察 到 .如 斯 温 尼 (Swinney) 著 名 的 电路 实验 后 ' 以 及 约 瑟 
夫 森 (Josephson) 结 实验 ”等 .这 里 仅 举 一 个 有 关 流 体系 统 的 例子 . 

图 5-7 是 一 个 磁化 导电 流体 实验 装置 示意 图 ,平底 浅 槽 中 置 有 水 银 . 外 加 水 平 
磁场 ,下 方 加 热 引 起 水 银 上 下 对 流 “, 它 类 似 于 所 谓 的 瑞 利 - 贝 纳 尔 (Rayleigh- 
Benard) 对 流 实验 装置 "i, 后 者 在 浅 柳 中 成 有 普通 液体 ,没有 磁场 , 薄 层 液体 从 下 
面 被 加 热 ,维持 上 下 表面 之 间 一 定 的 温差 . 在 温差 很 小 时 ,在 垂直 方向 只 有 热传导 
而 无 对 流 , 若 在 上 表面 观察 .流体 的 速度 场 是 空间 均匀 的 ; 随 温差 增加 ,在 垂直 方向 
上 出 现 了 对 流 ,在 热流 上 升 的 同时 , 冷 流下 降 . 观察 发 现 . 在 临界 温差 下 水 平面 上 的 
速度 场 突然 出 现 六 角形 的 结构 ,六 角形 中 心 附 近 的 液体 上 升 ,边缘 的 下 降 , 形 成 了 
对 流 卷 . 地 球 大 气 层 的 对 流 运动 与 Rayleigh-Benard 对 流 模 型 描写 的 状态 就 十 分 相 
似 . 太 阳 加 热 地 表 使 大 气 下 层 温 度 升 高 ,由 此 形成 的 对 流 造成 了 速度 场 在 水 平方 向 
的 结构 . 


On (5-32) 


By 


TEREI 


图 5-7 以 水 银 为 介质 的 Rayleigh-Bénard 对 流 实验 装置 示意 图 


在 以 水 银 为 介质 的 这 个 实验 中 ,两 个 控制 参数 是 雷诺 数 Re = vd /vGX ov È 
流 场 速 度 ,d 是 水 银 层 高 ,vy dich 72 Bi tt BO A PE Hit BK (Chandrasekhar) 2t Q= 
cB, d / oyCo 是 电导 率 ,p 是 流体 密度 ,B, 是 外 加 水 平 磁场 强度 ), 图 5- 8 Ca) Je 88 R 
场 B=270G( 低 Q=22) 情 形 , 自 上 而 下 雷诺 数 Re 增加 . 测量 固定 空间 点 的 温度 ， 
在 一 个 临界 雷诺 数 Re= Re' 处 观察 到 温度 从 时 间 的 常数 变 为 周期 振荡 [不 动 点 出 
M Hopf 分 盆 , 有 的 文献 也 称 其 为 振荡 不 稳定 性 (oscillatory instability) ]. Sc 3$ S 
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现 随 雷 诺 数 Re 增加 温度 振荡 的 形态 遵循 Feigenbaum 途径 向 混沌 转变 . 例如 .由 图 


5-8(a) 可 见 , 在 ReRe = 3.47 时 简单 周期 振荡 变 为 有 一 高 一 低 的 2 个 峰 , 到 
Re/Re =3. 52 时 显示 一 高 一 低 次 高 次 低 的 2 个 峰值 ……:; 这 样 ,运动 周期 ( 同 高 


度 的 峰 间 距 ) 随 着 雷诺 数 增加 按 2" HU f On 1.2. ND. TE EL rp — E SI 
Re/Re = 3. 65 时 的 2 倍 周期 还 有 很 好 的 分 辨 率 . 这 正 是 为 什么 Feigenbaum 途径 
也 被 称 为 倍 周期 分 岔 途 径 的 原因 . 若 周期 振荡 的 特征 频率 为 /, 那 么 随 着 周期 加 
倍 , 温 度 演 化 的 傅 里 叶 频 谱 中 将 依次 出 现 F/2 F/2 ee £12" … 的 分 频谱 线 , 在 实 
验 中 已 分 辨 出 /7/32 的 分 频谱 线 . 
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图 5-8 在 外 加 水 平 磁场 下 以 水 银 为 介质 的 Rayleigh-Bénard 对 流 ， 
温度 演化 状态 随 参 数 Re/Re 的 变化 
(3| Fp x [90D 


计算 实验 中 最 后 三 次 倍 和 周期 分 岔 的 Feigenbaum 数 . 得 到 


Re — Re! £ 
5 = l -= 4.40.1, 5-33 
92 Re = Re s wwe 
它 与 理论 上 的 渐 近 值 [参考 (5-32)20,-. 二 4.669… 已 经 相当 接近 . 


ix FE ,我 们 看 到 .从 极为 简单 的 虫 中 映射 中 寻找 到 的 动力 学 途径 ,在 复杂 的 实 
际 磁 流 体系 统 中 被 明确 地 观察 到 ,这 是 何等 不 可 思议 的 事情 ! 这 样 的 例子 在 非 线 
性 系统 研究 中 比比 丝 是 . 当年 开 普 勒 发 现 太 阳 位 于 行星 椭圆 轨道 的 一 个 焦点 上 ,证 
实 了 有 规 运动 苯 循 着 一 定 的 数学 规律 .现在 人 们 认识 到 ,在 物理 ,化 学 .生物 等 领域 
中 复杂 的 其 至 是 混沌 的 运动 ,也 同样 可 以 是 决定 性 系统 的 结果 ,并 且 它 们 严格 地 遵 
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循 着 相同 的 一 些 规 律 . 当 自 然 界 的 这 一 奥秘 被 揭 开 时 ,科学 家 们 一 定 也 像 当 年 开 普 
勒 那样 ,内 心 充满 了 无 以 名 状 的 兴奋 ! 

2， 准 周期 途径 

既然 一 系列 叉 式 分 岔 可 以 导致 混沌 ,预料 一 系列 Hopf 分 岔 也 应 该 能 导致 混 
沌 ,问题 是 , 它 也 需要 像 Feigenbaum 途径 那样 经 过 无 穷 多 次 分 岔 过 程 吗 ? 当年 朗 
道 (Landau) 对 庙 流 起 因 就 提出 了 这 样 的 假说 ,他 认为 ,清流 是 系统 中 出 现 了 无 穷 多 
个 不 可 约 频率 wi ,os ，……ov-= 的 结果 六 1 ,换言之 ,无 穷 多 次 Hopf 2r 8 FMT ii i 
运动 ,不 过 这 个 假说 并 没有 得 到 实验 的 支持 . 

1971 Æ Ruelle 和 Takens 提出 ,混沌 可 以 通过 准 周 期 途径 (quasi periodic 
route) S: Ji 5 , Ej Landau 假说 不 同 的 是 ,他 们 认为 系统 中 只 需要 出 现 有 限 个 不 可 
约 频 率 就 能 导向 混沌 运动 .后 来 在 1978 ^F. 2] SE S (Newhouse) , Ruelle 和 Takens 
更 在 一 定 条 件 下 从 数学 上 证 明 , 三 维 环形 拓扑 是 不 稳定 的 ,如 果 系 统 的 轨道 被 约束 
在 相 空 间 中 的 三 维 环 上 , 即 有 3 个 独立 频率 ,那么 任何 微小 的 扰动 ,哪怕 是 噪声 ,都 
将 破坏 轨道 在 环 上 的 运动 并 导 至 混沌 . 这 就 是 所 谓 混沌 或 水 流 的 Ruelle-Takens 3& 
(gU 78.92) .按照 这 个 途径 ,系统 的 定 态 首先 因 Hopf 分 贫 变 为 周期 运动 ,第 二 个 独立 
频率 的 出 现 将 周期 运动 调制 为 准 周期 ,而 第 三 个 独立 频率 的 出 现 则 直接 将 运动 轨 
道 转变 为 混沌 的 . 

Ruelle-Takens 途径 不 需要 无 穷 多 次 Hopi 4 f ,预言 称 只 需 有 限 三 次 就 可 以 
将 系统 带 到 混沌 状态 , 确 有 不 少 物理 和 数值 实验 观察 到 Ruelle-Takens 
途径 58820931 . 

再 以 水 银 的 Rayleigh-Bénard 对 流 为 例 ” ,在 高 磁场 (高 Q) 下 ,实验 观察 到 运 
动 在 向 混沌 转变 的 过 程 中 都 经 历 了 准 周期 状态 ,不 再 显示 低 磁场 时 [图 5- 8(a)j] 的 
Feigenbaum 途径 ,不 过 情况 比较 复杂 . 

在 图 5- 8(b) 中 参数 为 B,—1150 G,Q 一 400, 随 着 雷诺 数 增加 ,在 Re/Re — 6. 69 
时 温度 出 现 频率 上 和 /2 的 周期 振荡 ,在 Re/Re =6.70 时 一 个 十 分 低频 的 Hopf 
分 贫 将 运动 调制 成 双 周期 的 ,轨道 流 形 为 二 维 环 ; 随 着 雷诺 数 继续 增加 ,调制 频率 
不 断 降 低 , 即 出 现 了 软 模 ,该 文 作 者 认为 这 可 能 与 存在 同 宿 轨 道 有 关 ; 在 Re/Re = 
6. 81 时 运动 已 经 显得 比较 混沌 . 本 例 中 没有 证 据说 明 有 第 三 个 独立 频率 出 现 导 致 
了 混沌 ,作者 指出 ,可 能 是 多 个 分 频 的 出 现 ( 如 //6 分 频 ) 使 得 波动 显得 无 序 . 

如 果 说 图 5- 8(b) 在 二 维 环 以 后 的 动力 学 还 有 待 深入 研究 的 话 , 那 么 在 更 强 磁 
场 下 的 实验 结果 则 十 分 清楚 地 显示 了 通 向 混沌 的 Ruelle-Takens 途径 . 图 5- 9(a) 
(b) 分 别 是 B, —1500G.Q—675 时 温度 变化 和 相应 的 情 里 叶 谱 ,其 中 上 下 图 分 别 对 
应 Re/Re =8. 91 和 Re/Re' =8. 98. 由 图 可 见 , 在 Re/Re —8. 91 时 运动 为 准 周期 
Re CMB A. 及 其 谐 波 以 及 它们 的 拍 频 组 成 ;在 Re/Re* 一 8.98 时 运动 已 
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经 变 得 相当 混沌 , 传 里 叶 谱 很 宽 , 除 Fi. P 两 个 频率 而 外 ,一 个 极 低 的 频率 f. 清晰 
可 见 , 正 是 这 第 三 个 独立 频率 的 出 现 破坏 了 二 维 环 上 的 准 周期 运动 . 这 是 磁 流 体 实 
验 中 显示 通过 Ruelle-Takens 途径 向 混沌 转变 的 证 据 之 一 ,这 个 途径 在 普通 流体 和 
Vid E 第 六 章 中 我 们 将 介绍 显示 Ruelle-Takens 途径 的 等 离子 体 

论 和 实验 结 
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a) 温度 随时 间 的 变化 (b) fi utii 
图 5-9 强 磁 场 下 以 水 银 为 介质 的 Rayleigh Bénard 对 流 实验 结果 
GIL B X90 


值得 一 提 的 是 ,也 有 一 些 实验 呈现 出 复杂 的 现象 ,如 文 [94] 研 究 了 正弦 信和 号 驱 
动 的 两 个 看 合 非 线性 振子 ,他 们 发 现 ,在 一 些 参数 区 中 实验 结果 似乎 支持 Ruelle- 
Takens 途径 ,但 在 弱 耦 合 时 ,即使 有 3 个 独立 频率 出 现 ,系统 也 还 保持 准 周期 振 
%. 文 [95] 在 Rayleigh-Bénard 对 流 实验 中 ,其 至 明确 地 观察 到 了 有 4 个 和 5 个 独 
立 频 率 的 准 周期 运动 ,该 文 作者 认为 ,这 个 现象 可 能 与 模式 的 空间 局 域 化 振荡 
(spatially localized oscillations) 有 关 . 

以 上 这 些 实验 的 共同 之 处 在 于 ,它们 都 观察 到 了 由 2 个 或 2 个 以 上 独立 频率 
出 现 造成 的 准 周期 现象 ,说 明 拥有 环形 拓扑 的 运动 流 形 在 包括 流体 波动 在 内 的 非 
线性 系统 中 十 分 普遍 地 存在 ,只 是 在 有 规 运动 究竟 允许 几 个 独立 频率 这 一 点 上 各 
实验 的 结果 有 所 差异 . 也 许 对 于 许多 实际 问题 ,就 像 文 [95 1 那样, 考虑 空间 变量 的 
作用 能 够 解释 这 个 差异 . 在 后 面 讨 论 与 时 间 和 空间 有 关 的 波动 系统 时 ,我 们 也 将 看 
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作用 ,与 这 些 拓 扑 环 相 联 系 波 动 处 于 有 规 状态 . 

3. 锁 频 现象 

与 准 周期 途径 相关 的 一 个 话题 是 锁 频 (freducency-locking) , 它 指 的 是 非 线 性 系 
统 运动 的 两 个 特征 频率 之 比 在 一 个 较 宽 参数 范围 内 保持 为 一 个 确定 的 有 理 数 m/n 
的 现象 . 观察 锁 频 现象 最 简单 的 模型 是 圆 映 射 (circle map)", 

6.4, = 6, + w+ ksin, CMod 2r) (5-34) 

KE, w= 2D) /Q, Q, 和 0: 分 别 是 两 个 线性 振子 的 频率 ,Asin0, 描写 非 线 性 振子 
TRO BERI. 定义 旋转 数 (Crotation number) 


R — g- lim m 2420. (5-35) 
这 里 AQ, =wtksind,. &—0 WY Je R=w/2r, ERA HRUE AEG HU d REO. 
kAOM R 发 生 非 线性 改变 , 取 有 理 数值 的 参数 区 不 再 是 一 些 孤 立 点 , 如 图 5-10 Br 


未 ,在 参数 &-w/2r 平面 上 用 阴影 标 出 旋转 数 R SECTEUR FR m /n — 0.1/3. 1/2. 
2/3.1 的 区 域 ,它们 都 从 横 轴 上 等 于 这 几 个 有 理 数 的 点 伸 出 , 随 & 增 加 逐渐 展 宽 成 
一 条 条 舌 形 区 ,被 称 为 锁 频 的 Arnold 舌头 (Arnol'd tongue)… °, ik H pE JE R 
性 的 增强 ,两 个 看 合 振子 可 以 在 越 来 越 大 的 线性 频率 比 范围 内 实现 锁 频 ,m,n 越 小 
(m/n 已 约 到 最 简 ), 锁 频 参 数 区 越 宽 . dE ko 1 非 线性 很 强 时 ,不 同 锁 频 值 的 
Arnol' d 舌尖 有 可 能 出 现 交 和 迭 , 交 和 迭 区 中 频率 比 变 得 “无 所 适 从 ” ,混沌 发 生 . 


kh 


v2 
tal 


图 5 10 ifi Arnold 舌头 示意 图 
( 引 自 文 [101) 


4. 魔鬼 台阶 

图 5-10 中 在 固定 & 值 时 ,不 同 有 理 数 mx/n 比值 的 Arnol'd 舌头 宽度 不 尽 相 
同 ,图 5-11 中 取 定 二 1, 画 出 了 不 同 有 理 旋 转 数 作 为 驱动 参数 Q 二 w/2x 的 函数 ， 
它们 形成 了 宽窄 不 一 的 平台 , 称 为 魔鬼 台阶 (devil's staircase) ,其 中 对 应 小 m,n W 
的 有 理 数 (如 1/2,2/3,…) 的 平台 较 宽 , 两 个 振子 的 旋转 频率 可 以 在 更 大 线性 频率 
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图 5-11 Æ% &— 1 时 旋转 数 取 有 理 数 的 魔鬼 台阶 
GL B 3c[98]) 


在 实际 系统 中 常常 观察 到 如 下 现象 : 在 改变 参数 时 准 周期 振荡 突然 转变 为 简 
单 的 周期 振荡 ,并 在 有 限 大 小 的 参数 范围 内 保持 周期 振荡 状态 ,这 很 可 能 就 是 遇 到 
了 锁 频 Arnol'd 舌头 和 魔鬼 台阶 的 参数 窗口 ,在 出 了 这 个 窗口 之 后 运动 继续 表现 
为 准 周期 振荡 . 在 很 多 情况 下 波动 系统 的 运动 流 形 也 是 一 个 拓扑 环 , 轨 道 围绕 拓扑 
环 的 不 可 约 回 路 周而复始 地 旋转 ,在 这 种 情况 下 , 准 周期 运动 以 及 锁 频 的 周期 窗口 
都 是 常见 的 现象 ,上 面 提 到 的 以 水 银 为 介质 的 Rayleigh-Bénard 实验 中 就 曾 观察 到 
这 类 锁 频 现象 . 


5.4.2 通过 阵 发 向 混沌 转变 


阵 发 Cintermittency) 是 自然 界 ( 含 波动 系统 ) 中 常见 现象 ,大 致 可 分 为 三 类 ， 

I -型 阵 发 : 原来 平稳 的 周期 振荡 不 断 被 突然 出 现 的 大 振幅 混沌 爆发 所 打 断 ， 
运动 在 周期 振荡 和 混沌 两 种 状态 之 间 来 回 切 换 , 随 着 参数 变化 ,爆发 越 来 越 频繁 ， 
运动 也 变 得 越 来 越 混沌 :7 1. 

[ -型 阵 发 : 运动 在 周期 和 准 周期 状态 之 间 切 换 "“ "1， 

M-AR: 运动 在 两 类 不 同 的 混沌 状态 之 间 切 换 57 

阵 发 现象 在 流体 和 等 离子 体 中 也 不 罕见 ,在 普通 流体 的 Rayleigh-Benard 对 流 
实验 中 就 曾 观 察 到 典型 的 了 -型 阵 发 现象 "中 ,图 5-12 所 示 的 是 流体 速度 垂直 分 量 
v, 的 时 间 演 化 曲线 ,在 较 低 温度 时 表现 为 简单 周期 振荡 [图 (a)], 随 温度 增加 周期 
振荡 间或 地 被 混沌 阵 发 所 打 断 [图 (b)] ,温度 继续 增加 时 阵 发 出 现 得 更 加 频繁 [图 
(c)] ,这 使 运动 显得 十 分 混沌 202-55. 在 放电 等 离子 体 中 也 观察 到 了 通过 工 - 型 阵 
发 向 混沌 转变 的 现象 . 

一 般 认 为 工 -型 阵 发 产生 的 机 制 是 所 谓 的 切 分 岔 (tangent bifurcation) E uf FH 
简单 的 虫口 模型 (5-31) 来 说 明 55 .图 5-13(a) 给 出 A=3.735 时 经 过 5 次 映射 的 值 
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图 5-12 实验 测量 的 Rayleigh- Bénard 流体 速度 垂直 分 量 的 时 间 演 化 曲线 
(GI B XLO] 


x VES x, 的 函数 , 它 是 一 条 多 峰 曲 线 ,注意 曲线 有 几 处 几乎 与 对 角 线 n, = 2, 
相 切 ,它们 之 间 形 成 了 狭 罕 通 道 . 图 5-13(b) 是 A=3.7375 时 狭 窗 通 道 附 近 了 映射 曲 
线 的 局 部 放大 ,由 图 可 见 映射 在 通道 内 的 运动 几乎 是 周期 的 ,走出 这 个 通道 后 映射 
轨道 又 将 变 得 混沌 . 因为 映射 总 有 机 会 一 次 又 一 次 通过 这 个 通道 ,这 就 解释 了 周期 
和 混沌 运动 交 蔡 出 现 的 1- 型 阵 发 现象 . 在 本 书 第 九 章 我 们 将 分 析 在 一 个 非 线 性 波 
动 系统 中 观察 到 的 工 -型 阵 发 ,并 提出 其 产生 机 制 的 一 个 新 解释 , 
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S v du] om 
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X, X, 
(ab x... TEX x, 的 函数 tb) 轨道 经 过 映射 函数 与 对 角 线 之 间 和 狭窄 通 道 时 的 细部 


图 5-13 虫口 模型 的 5 次 映射 函数 


5.4.3 激 变 和 全 局 分 贫 


激 变 (crisis) 是 混沌 吸引 子 发 生 突然 改变 的 现象 , 它 涉 及 相 空间 中 大 尺度 结构 
的 变化 ,在 非 线 性 动力 学 中 属于 全 局 分 贫 , 理论 上 预言 的 这 个 现象 ,在 数值 和 物理 
实验 中 都 得 到 了 证 实 2 天 1. 

1 三 种 类 型 吸引 子 激 变 

激 变 在 参数 空间 中 表现 为 一 种 临界 现象 ,根据 其 动力 学 特点 可 以 划分 为 三 类 ， 


$5.4 通 向 混沌 的 途径 105 


它们 分 别 是 , 当 参 数 越 过 临界 点 时 相 空 间 中 的 吸引 子 

(OD 突然 创 生 ， 

(2) 突然 膨胀 ， 

(3) 两 个 或 多 个 吸引 子 突然 融合 . 

若 参 数 从 另 一 个 方向 越过 临界 点 , 则 发 生 相 反 的 过 程 : 原 有 的 吸引 子 突然 消 
Be, EIR GB I MO BE IK ap Be 

对 于 所 有 这 三 类 激 变现 象 , 都 可 以 找到 轨道 运动 的 某 个 特征 时 间 长 度 ic 
为 rz, 在 临界 参数 p= p Mi. ce BE p— p. 的 变化 遵循 一 定 的 规律 .以 吸引 子 突然 膨 
胀 的 情形 为 例 , 当 p 刚 越过 p, 时 ,轨道 仍 不 时 地 在 膨胀 前 老 吸引 子 的 吸引 域内 运 
动 较 长 的 时 间 ,然后 突然 跳出 来 ,在 膨胀 了 的 吸引 子 上 作 大 幅 振 荡 , 显 示 出 阵 发 特 
点 ,在 这 种 情况 下 特征 时 间 = 可 取 为 两 次 爆发 之 间 的 平均 时 间 . 研究 发 现 ,对 一 大 
类 系统 ,在 参数 p 趋向 激 变 的 临界 点 p. 时 ,特征 时 间 尺 度 r 遵循 下 面 的 标 度 行 为 

tr~|p—p.|’, (5-36) 
这 里 y d Ms EE, 对 于 一 类 低 维 系统 ,已 经 发 展 了 定量 理论 来 决定 
临界 指数 y 的 值 ,一 般 地 ,这 个 值 可 能 与 吸引 子 在 相 空 间 中 的 维 数 D AR. 

激 变现 象 不 能 从 一 系列 局 域 分 岔 来 解释 , 它 发 生 的 原因 要 深刻 得 多 . 吸引 子 出 
现 激 变 , 与 相 空间 中 还 存在 其 他 的 不 稳定 不 动 点 .不 稳定 周期 轨道 或 另外 的 吸引 子 
有 关 , 在 一 定 条 件 下 ,运动 轨道 所 在 的 吸引 子 与 它们 发 生 了 相互 作用 . 因此 ,在 讨论 
激 变 现象 之 前 ,需要 对 系统 在 参数 空间 和 相 空 间 中 的 整体 行为 有 清楚 的 了 解 . 

让 我 们 以 涉及 鞍点 的 激 变 为 例 对 激 变 过 程 作 一 个 粗浅 的 描述 , 假设 在 给 定 参 
数 下 系统 在 相 空 SEP ABET Fale 4 A d 如 图 5-14 C20 Brzs Ap B 是 鞍点 , 男 

一 个 不 动 点 A 在 参数 改变 时 失 稳 E 一 系列 分 岔 (如 Hopf 分 岔 ) 发 展 成 了 混 
沌 吸引 子 ， 随 着 吸引 于 尺度 逐渐 增 大 ， JU Ct Am ls 间 范 围 内 漫游 ; 另 一 
方面 ,我 们 知道 ,鞍点 对 线性 扰动 有 稳定 或 不 稳定 轨道 ,它们 以 指数 方式 趋 近 或 远 
离 鞍 点 ,由 此 可 见 , 相 空间 并 非 是 这 个 混沌 吸引 子 的 “一 统 天 下 ”, 它 如 果 要 继续 膨 
胀 的 话 ,在 某 个 临界 参数 处 不 可 避免 地 将 遭遇 到 与 鞍点 连接 的 轨道 流 形 . 

与 鞍点 相关 的 激 变 发 生 的 过 程 如 下 :在 临界 参数 下 ,混沌 运动 的 轨道 偶然 落 在 
fü B 的 稳定 流 形 上 ,或 者 说 吸引 子 与 鞍点 的 稳定 轨道 相 切 ,这 时 吸引 子 的 轨道 将 
被 这 个 稳定 轨道 带 到 鞍点 附近 ,然后 沿 着 鞍点 的 不 稳定 流 形 远 离 鞍点 ,这 最 终 引 发 
了 原来 的 吸引 子 出 现 突变 . 这 个 过 程 有 点 像 一 个 小 球 偶然 落 到 了 马鞍 沿 前 后 方向 
的 斜坡 上 , 它 先 顺 着 斜坡 滚 到 马鞍 的 中 心 ,然后 顺势 向 脚 路 方向 滚 落 . 当然 这 个 比 

喻 只 适合 小 球 与 鞍点 碰撞 前 后 的 瞬间 ,实际 上 在 轨道 远离 远 点 后 ,经 过 非 线 性 系统 
复杂 的 调整 , 它 将 被 吸引 到 一 个 更 大 的 混沌 吸引 子 上 ,这 就 是 吸引 子 的 突然 膨胀 

像 图 5-14(a) 中 的 情形 牵扯 到 两 个 不 稳定 不 动 点 A 和 B ,它们 的 不 稳定 轨道 
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1UJ 
图 5-14 异 宿 相 切 和 同 宿 相 切 示意 图 
( 引 自 文 L10]) 

与 稳定 轨道 相 切 被 称 为 异 宿 相 切 (heteroclinic tangency) ,与 异 宿 相 切 对 照 的 是 同 
宿 相 切 ,如 图 5-14(b) 所 示 , 这 时 只 有 一 个 鞍点 , 它 自 身 的 不 稳定 轨道 与 稳定 轨道 
之 间 出 现 相 切 . 同 宿 相 切 也 可 能 引起 激 变 . 总 之 , 激 变 正 是 相 空间 中 的 这 一 类 "遭遇 
战 ” 所 造成 的 : 混沌 吸引 子 遭 遇 到 鞍点 或 其 他 的 不 稳定 不 动 点 的 不 稳定 周期 轨道 
或 者 两 个 吸引 子 因 膨胀 而 遭遇 等 . 

2. 内 部 激 变 和 边界 激 变 

除了 根据 吸引 子 的 动力 学 状态 变化 对 激 变 分 类 ,还 可 以 根据 不 稳定 不 动 点 和 
不 稳定 周期 轨道 相对 于 混沌 吸引 子 的 吸引 盆 的 位 置 来 分 类 ”. 如 果 不 稳定 不 动 
点 位 于 吸引 和 盆 的 边界 上 ,混沌 吸引 子 与 它 的 不 稳定 周期 轨道 碰撞 引发 的 激 变 就 叫 
做 边界 激 变 (boundary crisis) 79 ,边界 激 变 将 引起 吸引 子 突然 消失 ;如 果 不 稳 
定 不 动 点 或 不 稳定 周期 轨道 位 于 吸引 盆 的 内 部 ,混沌 吸引 子 与 之 碰撞 引发 的 激 变 
叫做 内 部 激 变 (interior crisis) ,如 前 面 介绍 的 与 鞍点 碰撞 后 吸引 子 突然 膨胀 的 激 变 
就 属于 内 部 激 变 0761071, 如果 参 数 空间 高 于 一 维 ,内 部 激 变 和 边界 激 变 发 
生 的 临界 曲线 还 可 能 汇合 ,交汇 点 上 可 出 现 所 谓 的 双 激 变 (double crisis) |. 

WURST 31) 既 可 以 观察 到 边界 激 变 也 可 以 观察 到 内 部 激 
变 59 ,这 里 仅 介绍 边界 激 变 , 在 图 5-5(a) 中 看 到 ,在 A 之 3.0 时 不 动 点 zi 二 1 一 1/A 

经 历 一 系列 叉 式 分 岔 , 随 着 吸引 子 陷 胀 ,映射 值 散布 到 越 来 越 宽 的 相 空间 范围 ; 注 

意 除 这 个 吸引 子 外 ， 相 空间 中 还 有 一 个 失 稳 了 的 不 动 点 x? 一 0, 图 中 以 水 平 虚 线 表 
示 , 随 参 数 A 增加 ,混沌 吸引 子 不 断 脱 胀 , 它 终于 在 A — A 时 触 到 了 xz? —0 及 其 不 
稳定 周期 轨道 ,这 引发 了 激 变 . 容易 验证 在 A 之 4 时 映射 点 将 离开 [0.1j] 区 间 , 趋 向 
无 穷 远 处 ,原来 的 混沌 吸引 子 完全 消失 了 . 因为 x? =0 位 于 混 钝 吸引 子 的 吸引 盆 
边界 上 ,这 个 激 变 现象 属于 边界 激 变 . 

一 些 阵 发 现象 与 激 变 有 关 , 它 们 是 激 变 引起 的 阵 发 (crisis-induced intermit 
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tency). AUERS FBS EA IZ BC ul, DA S| To RT TRE ds JL RT HE TE PS TS ABS Tied AR AS 
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尽管 激 变 现象 以 及 与 之 相关 的 普 适 性 质 已 被 很 多 数值 模拟 和 物理 实验 证 
Si UU ,在 联系 到 物理 实际 时 这 个 现象 还 是 不 免 让 人 迷惑 不 解 : 像 鞍 点 这 样 一 个 
不 稳定 不 动 点 一 般 是 不 能 实现 的 ,任何 微小 的 扰动 都 会 使 系统 离开 这 个 状态 ,一 个 
没有 实现 的 状态 如 何 影响 真实 物理 世界 中 的 运动 呢 ? 还 有 ,所 谓 贰 点 的 稳定 和 不 
稳定 轨道 不 过 是 在 扰动 的 线性 近似 下 从 理论 上 得 到 的 结果 ,它们 并 不 是 真实 地 伸 
展 在 相 空间 中 的 物理 实在 . 何 来 吸引 子 与 之 “ 相 切 ”和 “碰撞 ”之 说 ? 

让 我 们 这 样 来 理解 这 个 问题 : 当 吸引 子 的 轨道 在 相 空 间 中 走 到 鞍点 ( 记 为 
x) 附近 的 那 一 刹那 ,运动 就 实现 了 这 样 一 个 状态 : xi 十 5x(5x 是 小 量 ), 这 就 是 
说 ,在 此 瞬间 .鞍点 as 变 得 不 再 虚无 , 它 几 乎 实现 了 . 计 我 们 把 8z 看 做 是 对 鞍点 
的 扰动 ,因为 它 很 小 ,恰好 符合 对 鞍点 作 线性 稳定 性 分 析 时 所 作 的 假设 .因此 
5z(1) 的 轨道 在 一 段 时 间 内 一 定 会 沿 着 理论 预言 的 鞍点 稳定 或 不 稳定 轨道 指数 地 
演化 . 鞍点 就 是 以 这 种 独特 的 方式 影响 着 真实 世界 中 的 运动 . 在 有 关 数 值 实验 中 ， 
的 确 观 察 到 了 类 似 小 球 先 沿 鞍点 的 稳定 轨道 滚 向 鞍点 又 洛 蔷 点 的 不 稳定 轨道 远离 
鞍点 的 那 一 幕 . 在 此 之 后 轨道 才 被 吸引 到 一 个 膨胀 了 的 吸引 子 上 ”. 

激 变现 象 的 发 现 及 其 机 制 的 研究 彰显 了 从 参数 空间 和 相 空 间 整体 上 来 观察 和 
讨论 非 线 性 动力 学 问题 的 必要 性 , 从 这 个 高 度 来 把 握 系统 的 运动 规律 ,我 们 会 发 现 
原来 自然 界 还 “暗藏 玄机 ” ,一些 不 动 点 尽管 因 失 稳 不 能 实现 , 却 还 在 相 空 间 中 “ 体 
机 ”影响 真实 物理 世界 中 的 运动 . 物理 学 向 来 强调 可 观察 量 , 根 据 非 线 性 动力 学 揭 
示 的 这 些 现象 ,我 们 应 该 将 可 观察 量 理解 为 不 仅 包 括 那些 稳定 实现 的 常态 .还 包括 
那些 只 能 在 瞬间 偶然 实现 的 不 稳定 状态 ,或 许 这 就 是 一 把 钥匙 ,能 够 解 开 自 然 界 中 
许多 突 发 的 状态 暴 烈 转变 之 谜 . 


$5.5 非 线性 振子 的 相同 步 现象 


非 线性 系统 的 一 个 重要 特点 是 具有 自 组 织 能 力 , 这 方面 的 例子 在 波动 系统 中 
也 不 胜 枚 举 , 完 美的 自 组 织 结构 如 孤立 子 . 激 波 .呼吸 子 . 涡 旋 . 螺 旋 波 (spiral 
wave) 等 ,还 有 许多 波 斑 图 ,虽然 看 起 来 起 伏 不 定 , 也 有 证 据说 明 它们 的 形成 同样 离 
不 开 自 组 织 . 那么 非 线性 系统 是 靠 什 么 方式 自发 地 组 织 起 来 的 呢 ? 相互 独立 的 振 
子 显 然 组 织 不 起 来 ,可 一 旦 振子 间 存 在 耦合 ,它们 就 有 强烈 的 自 组 织 倾向 . 研究 表 
明 ,振子 间 的 相同 步 (phase synchronization) 是 自 组 织 的 重要 方式 . 

相同 步 在 物理 上 并 不 是 一 个 新 概念 .在 物理 学 手册 上 它 被 定义 为 两 个 振子 的 
位 相 相 差 2x 整数 倍 的 情形 ,这 时 振子 的 位 相 在 主 值 的 意义 上 被 完全 锁定 在 一 起 . 
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我 们 知道 , 非 线性 系统 常常 存在 旋转 变量 ,如 拓扑 环 上 的 角 变 量 ,因此 不 乏 频率 和 
位 相 的 概念 .对 于 一 些 时 序 系统 ,循环 变量 有 时 需要 根据 具体 情况 定义 ,对 于 波动 系 
统 这 个 问题 看 起 来 反而 比较 简单 ,如果 将 一 个 波 数 为 上 的 复 振子 写 做 A (2) es 中 ,位 
相 和 (0 就 自然 而 然 地 出 现 了 . 不 过 讨论 波动 系统 的 相同 步 现象 也 会 遇 到 其 独特 的 
问题 ,这 在 第 九 章 和 第 十 章 中 会 提 到 . 

在 耦合 非 线性 振子 的 情况 下 ,相同 步 的 概念 被 大 大 地 扩展 了 . 研究 发 现 ,即使 
两 个 而 合 振子 的 振幅 A, (OF A (2 运动 都 是 混沌 的 ,它们 的 位 相 之 差 也 有 可 能 锁 
定 于 某 个 确定 的 值 或 在 有 限 范围 内 变化 . 这 样 ,只 要 位 相 0. (OA O (1) 满 足 条 件 

| mü, — nð, |< const. , (5-37) 
就 认为 这 两 个 振子 达到 了 相同 步 , 这 里 mn 是 正 整数 . 

相同 步 是 非 线性 振子 之 间或 与 外 驱动 力 合作 的 一 种 方式 ,自然 界 正 是 通过 这 
种 方式 赋予 非 线性 系统 以 非凡 的 自 组 织 能 力 . 一 个 振子 有 它 内 在 的 特征 时 间 尺 度 ， 
如 果 是 线性 振子 , 它 的 特征 时 间 尺 度 或 特征 频率 没有 改变 的 余地 : 非 线性 振子 的 运 
动 频率 则 可 以 随 参 数 变化 ,如 单 摆 的 所 谓 线性 本 征 频率 Vg/1 只 是 在 小 摆 幅 时 的 近 
似 , 它 的 运动 频率 其 实 是 随 摆 幅 改变 的 . 一 般 来 说 , 非 线性 振子 也 像 单 摆 一 样 ,运动 
频率 随 参数 改变 有 很 大 的 调节 余地 . 振子 的 耦合 通常 伴随 着 能 量 在 振子 间 的 转移 ， 
而 相同 步 则 有 助 于 能 量 有 效 地 传递 ( 荡 过 秋千 的 人 都 有 这 个 经 验 ) ,因此 ,在 耦合 非 
线性 振子 系统 中 ,每 个 振子 都 有 与 其 他 振子 达到 相同 步 的 倾向 ,通过 调节 各 自 的 运 
动 频率 和 位 相 ,以 实现 振子 间 尽 可 能 有 效 的 能 量 交换 . 研究 表明 ,在 不 同 条 件 下 未 
合 振子 之 间 可 能 选择 不 同 的 相同 步 方 式 ,这 决定 了 系统 不 同 的 能 量 传递 状态 ， 

20 世纪 80 年 代 已 有 关于 非 线性 系统 相同 步 的 研究 成 果 问 世 :5] ,在 90 年 代 
以 后 这 方面 的 研究 蓬勃 地 发 展 起 来 ,揭示 出 非 线 性 系统 中 各 种 各 样 的 相同 步 现 
$n ,它们 大 体 上 可 归 作 两 大 类 : 完美 相同 步 和 非 完美 相同 步 . 


5.5.1 完美 相同 步 


在 耦合 非 线性 振子 系统 中 不 同 振子 的 位 相 随时 间 演 化 可 能 达到 某 种 确定 的 依 
赖 关系 ,形成 完美 的 相同 步 (perfect phase synchronization). 所 谓 完美 相同 步 包 括 
了 若干 种 形态 ,如 两 个 振子 的 运动 虽然 都 是 混沌 的 ,它们 的 轨道 最 终 却 可 能 完全 锁 
在 一 起 ,实现 完全 同步 (cormplete 或 identical synchronization) U^" ^ ;也 有 可 能 拓 
幅 各 自 混 沌 运动 ,位 相差 却 变 为 零 , 形 成 一 种 位 相同 步 (phase synchroniza- 
tion) 977, 在 多 振子 耦合 时 ,系统 很 难 将 所 有 振子 都 调节 到 相同 的 位 相 , 但 常 可 
实现 这 样 一 种 状态 ,在 这 个 状态 下 任意 两 个 振子 间 的 位 相差 都 是 非 零 的 常数 ,这 种 
状态 也 可 归 类 为 完全 相同 步 . 

完全 同步 通常 发 生 在 子 系统 有 完全 相同 的 动力 学 性 质 的 情况 下 ,图 5-15 JE SK 
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动 -响应 Lorenz 振子 “达到 完全 同步 的 一 个 例子 ,驱动 系统 是 (x,y,x) ,响应 系统 
Cory ,x ) 与 前 者 有 公共 变量 x 它们 分 别 满足 下 面 的 方程 


i= oly— r). (5-38a) 
y => arz trea y, (5-38b) 
b= ay be. (5-386) 
y = arz +r y. (5-38d) 
E Lay! be! (5-386) 


由 图 可 见 ,驱动 系统 的 变量 e CO 和 响应 系统 的 变量 > (1) 虽 然 随时 间 无 规 振荡 ,但 
响应 系统 的 轨道 > 0 与 驱动 系统 的 轨道 (1) 最 后 达到 了 完全 同步 ， 


0 | 3 
i 


图 5-15 驱动 -响应 系统 (5-38) 的 完全 同步 
( 引 自 文 L130]) 
在 有 的 系统 中 两 个 振子 可 以 调节 到 全 同 状 态 ,其 代价 是 一 个 振子 相对 于 另 一 
个 出 现 了 时 间 延 迟 , 形 成 了 所 谓 的 延迟 同步 (lag synchronization)-'*-. 例如 ,两 个 
混沌 运动 的 勒 斯 勒 尔 (R56ssler) 振 子 相 互 而 合 


Ti FT W122 N12 之 1 ,2 | CCTa 1 Tide (5-39a) 
Vie = wii Tavis (5-39b) 
Zi — free Crue — c). (5-390) 


图 5-16(a) 中 混沌 变量 OW x1(1) 的 函数 ,它们 之 间 看 不 出 有 任何 相关 ,但 在 对 
z(t) 作 了 适当 的 时 间 延 迟 co 后 ,在 图 (b) 中 任何 上 时 刻 都 有 rs( 十 rm) 一 ZiCD， 

在 更 多 情况 下 , 子 系统 的 动力 学 性 质 不 相同 ,或 运动 的 特征 时 间 斥 度 相差 太 

大 ,它们 的 位 相 不 能 锁定 , 却 可 实现 一 种 确定 的 函数 关系 ,这 称 为 广义 同步 (gener- 

alized synchronization) 3352. 考虑 下 面 的 耦合 R6ssler 振子 

了 =— Cy dz. (5-40a) 

d =a tay. (5-40b) 

2 = fz u): (5-40) 
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By, =— (y Hz) tee + eC, T)» (5-40d) 
y: = xà Hays. (5-40e) 
之 > 一 f+ Zo (Le — n. (5-40D 


振子 1 驱动 ,振子 2 响应 BMH a—0.2.f —0.2.54—53.7. 4 c—0. 2 时 它们 达到 完 
全 同步 ,在 y (OER yi (09 的 函数 图 上 轨道 是 对 角 线 上 的 一 条 直线 . 


20 20) 
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图 5-16 #84 Rössler 振子 系统 (5-39) 的 延迟 同步 
( 引 自 文 [130]) 


现在 将 响应 坐标 作 下 面 的 非 线 性 变换 


TXT3(1) = x(t), (5-41a) 
ys GO = w(t) + Bz GOD + yzi), (5-41b) 
232) = z(t), (5-4lc) 


这 样 就 得 到 了 一 个 新 的 响应 系统 ,这 里 P= 0. 4. y= — 0. 008. 因为 坐标 变换 是 光滑 
BJ TE c= 0. 2 时 新 的 响应 系统 (zs ,y; ,zs) 与 驱动 系统 (x .yi,z;) 也 达到 了 同步 状 
态 ,但 它们 实现 的 是 一 种 广义 同步 ,在 图 5-17 E y;(?) 作 为 yy() 的 函数 不 是 简单 
的 对 角 线 ,这 表明 同步 发 生 在 一 个 有 复杂 结构 的 吸引 子 上 .两 个 系统 的 变量 之 
间 存 在 着 某 种 复杂 的 泛 销 关系 ,因此 这 类 同步 也 称 为 泛 疯 同步 (functional syn- 
chronization). 

锁 频 Arnold 舌头 现象 有 助 于 我 们 理解 完美 相同 步 出 现 的 原因 . 例如 在 耦合 
振子 系统 中 ,Hopf 失 稳 的 振子 可 以 起 某 种 周期 驱动 的 作用 ,其 他 振子 与 其 频率 之 
比 有 可 能 形成 参数 空间 中 锁 频 的 Arnold 舌头 ,在 舌 区 中 响应 振子 与 驱动 振子 之 
间 调 节 到 完美 相同 步 状态 . 当然 ,实际 情况 要 比 这 复杂 ,因为 在 看 合 振 子 系统 中 , 失 
稳 振子 的 运动 也 会 受到 其 他 振子 运动 的 影响 ,这 造成 失 稳 振子 频率 的 移动 . 


5.5.2 非 完美 相同 步 
非 完 美 相 同步 (imperfect phase synchronization) H Az ^E YE $8 4 RRE — A 
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图 5-17 响应 系统 (5-41) 与 Rossler 振子 的 广义 同步 
(5I B x[130 p 

无 穷 大 的 特征 时 间 尺 度 且 它 对 运动 起 重要 作用 时 的 情形 . 此 时 其 他 振子 虽 有 相同 
步 的 强烈 倾向 , 却 找 不 到 与 之 形成 有 理 绕 数 的 Arnol'd 天 区 以 建立 完美 相同 步 , 结 
果 是 ,各 个 振子 总 在 不 停 地 调节 它们 的 频率 ,瞬时 位 相差 有 时 变 得 很 小 .几乎 达到 
相同 步 , 有 时 却 又 大 幅 跳跃 超过 20 ,发 生 所 谓 的 位 相 滑 移 (phase slip) ,此 后 青 重新 

开始 新 一 轮 的 调节 过 程 , 如 此 反复 ,永远 找 不 到 确定 的 泛 函 关系 ， 

在 一 定 频率 2 和 强度 EE 的 周期 驱动 下 的 Lorenz Ap 


工 一 ay 一 并 )， (5-42a) 
ys arz trey, (5-42b) 
z = ry — bz EcosQt. (5-42c) 


就 显示 了 非 完 美 相同 步 . 文 L138] 给 出 控制 参数 o = 10,7 = 28.50 — 8/3 时 位 相差 
2xNCGO — Qt 随时 间 1 的 变化 , 见 图 5-18, 这 里 NO 是 时 间 c 内 轨道 在 吸引 子 上 的 
旋转 数 . 图 中 曲线 呈 阶 梯 状 ,出 现 长 短 不 一 的 平台 ,平台 上 位 相差 保持 小 于 2 8A 
道 无 序 涨 落 表明 平台 上 的 同步 态 远 非 完美 ,即使 这 样 的 状态 也 维持 不 长 ,位 相差 会 
突然 出 现 滑 移 ,跳跃 2x. 

本 例 中 非 完美 相同 步 的 出 现 .与 自治 Lorenz 系统 不 动 点 的 性 质 有 关 ., 研究 表 
WA. we E=0 时 方程 (5-42) 有 3 个 不 动 点 .其 中 (x.y,z) 二 (0,0,0) 是 一 个 鞍点 , 另 
外 两 个 不 动 点 是 (十 Vb 1) + Vb 1) .br 一 1)), 在 x-z 平面 上 它们 关于 
a 77 0 轴 对 称 .我 们 知道 ,鞍点 对 微 扰 的 响应 有 零 本 征 频 率 , 它 为 自治 Lorenz 系统 
提供 了 一 个 无 穷 长 的 特征 时 间 尺 度 ,在 图 5-18 的 参数 下 外 周期 驱动 找 不 到 与 之 形 
成 完美 相同 步 的 Arnol'd 舌头 .由 于 同样 原因 ,两 个 耦合 Lorenz 振子 出 现 的 相同 步 
也 可 以 是 非 完 美的 . 
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图 5-18 周期 驱动 的 Lorenz 振子 系统 (5-42) 的 非 完美 相同 步 . 
小 插图 是 出 现 相 滑 时 的 细部 
( 引 自 文 [138]) 


不 过 ,系统 中 存在 无 穷 长 的 特征 时 间 尺 度 并 不 总 是 引起 非 完 美 相 同步 ,如 在 
r 一 210 时 弱 驱 动 下 的 系统 (5-42) 就 可 以 实现 完美 相同 步 , 其 状态 与 图 5-18 GR 
不 同 ,其 原因 再 次 可 从 自治 Lorenz 振子 的 运动 得 到 理解 . 图 5-19 T E=0 时 
不 同 参数 ”> 下 方程 (5-42) 的 轨道 在 x-z 平面 上 的 投影 ,图 Ca) 中 参数 r=210. l(b) 
中 参数 ~ 一 28 ,它们 都 交替 地 围绕 着 关于 x — 0 轴 对 称 的 两 个 不 动 点 混沌 地 旋转 ， 
在 图 (a) 的 参数 下 吸引 子 距离 蒋 点 (0.0,0) 甚 远 , 即 使 有 弱 的 外 驱动 ,鞍点 的 影响 也 
几 可 忽略 ,有 条 件 实现 完美 相同 步 ;在 图 (b) 的 参数 下 吸引 子 轨道 在 离 园 点 比较 近 
的 相 空 间 区 域 中 运动 .在 外 周期 力 下 轨道 很 容易 被 驱动 到 鞍点 附近 ,此 时 轨道 演化 
的 特征 时 间 尺 度 被 鞍点 所 控制 ,难以 与 外 驱动 达到 完美 相同 步 . 因此 ,鞍点 的 存在 
并 不 是 非 完 美 相 同步 出 现 的 充分 条 件 . 只 有 在 轨道 运动 过 程 中 鞍点 不 时 地 在 物理 
上 接近 实现 , 才 会 引起 非 完美 相同 步 . 


20 


0 0 0 0 — 40 ^x» 10 0 TREES 
(a) r= 210, LS ERES. (b) r= 28, 吸引 于 轨道 常常 经 过 鞍点 附近 
图 5-19 无 驱动 (E 一 0)Lorenz 系统 (5-42) 的 吸引 子 轨道 在 r-z 平面 上 的 投影 
( 引 自 文 L139]) 
非 线 性 波动 系统 中 也 观察 到 了 非 完美 相 同步 ,这 类 相同 步 是 强 湛 流 状态 所 特 
有 的 ,与 时 序 系统 类 似 , 嵌 人 在 混沌 吸引 子 中 的 鞍点 也 起 了 关键 作用 ,这 个 现象 将 
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在 第 十 章 中 讨论 ， 
$5.6 混沌 吸引 子 和 混沌 鞍 


我 们 知道 ,吸引 子 是 时 间 趋 向 无 穷 大 时 在 相 空 间 中 轨道 点 的 集合 ,如 果 在 吸引 
子 上 的 轨道 运动 是 混沌 的 ,这 个 吸引 子 就 叫做 混沌 吸引 子 (chaotic attractor). 与 混 
沌 吸引 子 相 对 的 概念 是 混沌 鞍 (chaotic saddle) . 它 是 一 个 非 吸 引 的 混沌 点 集 (non- 


attracting chaotic set) 70757, 


混沌 吸引 子 也 被 称 为 奇怪 吸引 子 (strange attractor) ,吸引 子 上 的 轨道 以 极为 
复杂 的 形式 晓 星 和 缠绕 , 却 从 不 相交 ,并 且 从 相 空 间 中 相 邻 两 点 出 发 的 轨道 总 是 指 
数 地 分 开 . 之 所 以 称 这 类 吸引 子 是 奇怪 的 ,重要 原因 是 它 在 相 空 间 中 有 分 数 维 数 ， 
例如 在 2 与 3 之 间 某 个 非 整 数值 的 维 数 . 为 讨论 相 空间 中 这 样 的 几何 结构 ,定义 了 
不 同 的 维 数 概念 ,还 发 展 了 从 实验 数据 计算 吸引 子 维 数 的 各 种 方法 -2 . 
设 :一 0 时 有 两 条 轨道 分 别 从 (混沌 或 非 混 沌 的 ) 吸 引子 上 相 邻 两 点 出 发 ,两 点 
距离 为 1zi(0) 一 zz(0)| 一 心 ,在 :不 是 很 大 时 假设 轨道 间距 离 变化 有 指数 形式 
|nO —nO |= de. (5-43) 
SR WR A<O PAR LIB KR OR SI A — E RAE ATO 时 两 条 轨道 
将 指数 地 分 开 REA 可 用 于 描写 吸引 子 上 轨道 平均 收敛 和 发 散 的 性 质 , 称 为 李 
ae Je ( Lyapunov) #8 7. 
因为 在 相 空 间 不 同方 向 上 轨道 间距 被 拉 伸 或 收缩 状态 一 般 不 相同 ,对 轨道 运 
动 特征 更 细致 的 描写 需要 一 个 Lyapunov 指数 谱 . 考虑 系统 
x = FG). (5-44) 
BE xy (2) REA E91 E HLA E RPGR, xc CO A AB SB BR A — AP Ao AY PL , 
用 泰勒 展开 得 


F(x) = Fla +E e(a) (5-45) 
dFG 
这 里 导数 Az wal (5-46) 
— cr "Eg 


是 沿 轨道 eo ma. (0) 各 个 分 量 沿 轨道 的 时 间 平均 值 分 别 给 出 了 相 空间 中 N 
个 方向 上 的 Lyapunov 指数 ,它们 刻画 了 在 相 空 RM M i mat 
收缩 特征 . 当 至 少 有 一 个 Lyapunov 指数 大 于 零 时 .吸引 子 是 混沌 的 ,从 任何 相 邻 
个 相 点 出 发 的 轨道 都 将 指数 地 分 开 对 于 依赖 于 时 间 空 间 变 量 的 系统 中 轨道 
动 的 Lyapunov 指数 问题 ,也 有 文章 作 了 讨论 

庞 加 莱 截 面 也 是 刻画 吸引 子 的 重要 手段 ， 其 方法 在 前 面 已 有 介绍 ,这 里 不 再 重 
复 . 此 法 对 于 判断 吸引 子 在 低 维 拓扑 环 (不 动 点 .极限 环 和 二 维 环 ) 上 的 运动 状态 十 
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分 有 效 .在 实际 问题 中 常 遇 到 高 于 二 维 的 拓扑 环 ,很 难 将 它们 的 庞 加 莱 截 面 图 与 混 
沌 运动 的 严格 区 别 开 来 . 在 这 种 情况 下 ,党 第 要 辅 之 以 其 他 传统 于 段 , 如 计算 相关 
函数 或 运动 的 频率 谱 等 ,在 涉及 空间 变量 时 还 要 计算 波 数 谱 , 以 分 析 运 动 流 形 的 

在 数值 计算 中 通常 使 用 快速 全 里 叶 变 换 (fast Fourier transform.FFT) 作 谱 分 
析 , 若 时 间 步 长 为 A. 在 第 个 步 长 上 测量 的 值 为 kA) 二 fi (8 二 1.2.… ,和 N). 则 该 
序列 的 FFT 变换 为 


N-I 
flw,) = A> foem. (5-47) 
kd 


这 里 频率 w, n/ NA. 如 此 得 到 的 谱 Fw,) 有 低频 分 辨 1/NA RU SML PE 1/4. 减 
少时 间 步 长 A 可 以 提高 高 频 分 辩 , 增 加 序列 总 长 度 NA 可 以 改善 低频 分 辨 .它们 需 
要 根据 系统 运动 的 具体 情况 来 选择 . 有 规 运 动 的 傅 里 叶 谱 是 线 谱 ,如 果 能 够 分 辨 出 
M 个 独立 频率 ,可 以 知道 轨道 在 M 维 拓扑 环 上 运动 . 一 般 能 分 辨 出 4~5 个 独立 频 
率 已 属 不 易 , 因 此 对 于 波动 这 样 自 由 度 很 高 的 系统 ,要 想 判 断 运动 是 否 真 的 变 得 混 
沌 ,计算 Lyapunove 指数 还 是 必要 的 . 

混沌 鞍 这 个 概念 听 起 来 很 抽象 ,其 实 与 它 相 关 的 物理 现象 是 很 多 人 都 非常 熟 
悉 的 . 例如 所 谓 的 "混沌 暂 态 "Cchaotic transient) 一 指 的 是 从 某 个 初始 条 件 出 发 的 
轨道 .在 弛 琼 到 渐 近 的 有 规 状 态 之 前 ,通常 会 经 历 一 段 看 似 混 沌 的 运动 ,这 个 现象 
在 物理 和 数值 实验 中 几乎 司空 见 惯 ;有 时 混沌 暂 态 如 此 之 长 ,观察 者 甚至 以 为 已 经 
弛 下 到 混沌 吸引 子 了 ,殊不知 运动 仍 处 于 一 个 超 暂 态 (supertransient)" "1" .这 之 
后 轨道 会 突然 收敛 到 有 规 变化 的 终 态 上 去 . 

混沌 暂 态 的 出 现 是 因为 在 相 空 间 中 除 吸 引子 外 还 存在 着 混沌 料 …”” .混沌 
蒂 与 相 空 间 中 残存 的 一 些 失 稳 了 的 不 动 点 或 周期 轨道 以 及 与 它们 相 联 系 的 稳定 和 
不 稳定 流 形 有 关 . 所 谓 稳 定 / 不 稳 完 流 形 (stableyunstable manifold. 记 作 WW") 
是 这 样 一 些 相 点 x 的 集合 ,当时 间 向 前 / 反 演 时 从 相 点 x 出 发 的 轨道 导向 不 动 护 
或 导向 周期 运动 的 闭合 曲线 . 由 非 线 性 动力 党 理论 可 知 ,稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 可 
以 出 现 同 宿 交 叉 Chomoclinic intersection) a $F f % X. Cheteroclinic intersection). 
以 二 维 映射 为 例 .图 5-20(a) 是 不 动 点 7 的 稳定 流 形 W^ OO 和 不 稳定 流 形 We 
间 的 同 宿 交 义 .(b) 是 不 动 点 ys f E E CE Won) 和 不 动 点 Ys 的 不 稳定 流 形 
We (ye ALA seq ac x. 由 图 可 见 . 稳 定 流 形 W^ 和 不 稳定 流 形 W 在 相 空间 中 
相互 纠缠 ,混沌 较 则 是 它们 的 交集 (intersection), 设想 轨道 点 车 偶然 落 在 W^ 附 
近 , 显 然 它 将 在 这 里 停留 较 长 时 间 直 到 被 W 排 开 ,轨道 离 W 越 近 则 停留 时 间 越 
Ke A W^ AW 相互 纠缠 的 背景 下 .轨道 反复 地 经 访 这 样 的 吸引 和 排斥 过 程 ,这 就 
形成 了 混沌 暂 态 ,直到 轨道 最 终 沙 到 吸引 子 上 .研究 表明 ,混沌 鞍 有 分 数 维 数 . 乎 均 

言 . 它 的 维 数 越 接近 相 空 间 的 维 数 . 暂 态 持续 时 间 越 长 E. 
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W's (y) 
Y oO 
Wy) 
Wy) W" (y) 
(a) 同 宿 交叉 (b) 异 宿 交 叉 
图 5-20 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 的 同 宿 交叉 和 异 宿 交 叉 
〈 引 自 文 L10]) 


混沌 鞍 与 非 线性 系统 的 许多 运动 现象 有 关 , 在 宏观 和 微观 系统 中 都 很 重要 . 除 
混沌 暂 态 外 ,还 有 如 吸引 倪 的 分 形 边 界 、 混 沌 散射 和 内 部 激 变 引起 的 阵 发 现象 等 都 
RYE TH Bot EO omen, 例如 ,在 引起 豚 引子 膨胀 的 内 部 激 变 发 生 过 后 , 激 变 
前 的 吸引 子 变 成 了 混沌 鞍 , 它 嵌 在 膨胀 了 的 吸引 子 中 , 当 轨 道 运 动 到 混沌 较 附 近 
时 ,就 会 短暂 地 表现 出 在 激 变 前 的 吸引 子 上 运动 的 特征 ,引起 阵 发 现象 “3; 又 如 在 
混沌 流 中 对 流 粒子 表现 出 的 非 平 几 分 布 ,就 可 归 因 于 嵌入 混沌 鞍 “ 上 骨架 ”的 作 
用 1. 寻找 混沌 鞍 , 将 有 可 能 预言 这 些 现 象 的 统计 行为 ， 

人 们 已 经 发 展 了 一 些 数 学 方法 根据 和 暂 态 数据 寻找 混沌 鞍 的 稳定 流 形 , 如 
Sprinkler 方法 -和 PIM 三 角 方 法 (proper interior maximum triple algo- 
rithm)! 以 Sprinkler 方法 为 例 , 它 计算 从 不 同 初 始点 出 发 的 轨道 在 设 定 的 相 空 
间 目 标 区 域 中 停留 的 时 间 , 如 果 停 留 时 间 足 够 长 ,就 认为 该 点 在 稳定 流 形 附近 ,这 
些 初始 点 的 集合 就 构成 了 混沌 鞍 的 稳定 流 形 . 


$5.7 ”时空 混沌 和 满 流 


随 着 时 序 系 统 的 混沌 动力 学 研究 的 进展 ,人 们 开始 思考 所 谓 的 时 空 混沌 
(space-time chaos) 现 象 ,期 望 以 此 回答 悬而未决 的 滑 流 起 因 问 题 55-15. 然而, 浏 
览 有 关 研 究 论 文 会 发 现 , “时空 泥 沌 ”这 个 术语 并 没有 统一 和 明确 的 含义 ,一些 文章 
简单 地 将 在 空间 延展 系统 中 的 混沌 现象 统称 为 时 空 混沌 ,也 有 学 者 将 空间 结构 的 
无 规 变化 看 做 空间 混沌 ,并 思考 时 间 混 沌 和 空间 混沌 之 间 存 在 相关 还 是 各 有 起 因 
这 样 的 问题 "21. 1983 年 , Bishop 等 人 在 模拟 有 周期 驱动 和 耗 散 的 sine-Gordon 方 
程 时 就 发 现 ,空间 对 称 相干 结构 与 时 间 混 沌 运动 阵 发 地 出 现 ,它们 相互 影响 和 
竞争 59 

很 难 想象 波动 的 时 间 行 为 和 空间 行为 可 以 截然 地 分 开 . 在 第 三 章 的 最 后 我 们 
已 经 指出 ,一 个 描写 波动 的 偏 微分 方程 可 以 变换 为 模式 空间 中 的 一 个 时 序 系 统 , 尽 
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管理 论 上 模式 空间 有 无 穷 维 ,但 无 穷 小 空间 尺度 的 模式 总 不 可 能 在 日 常 所 见 的 波 
动 状 态 中 起 决定 作用 ,实际 起 重要 作用 的 应 该 只 有 有 限 维 . 这 样 , 当 我 们 把 波动 视 
为 不 同 尺 度 模 式 的 耦合 运动 时 ,每 个 模式 既 携 带 一 定 的 空间 信息 , 它 的 演化 又 给 出 
与 时 间 有 关 的 信息 ,波动 的 时 空 演化 ,也 就 取决 于 这 些 模式 的 演化 . 

当然 ,这 并 不 是 说 空间 延展 系统 的 非 线 性 动力 学 没有 其 特有 的 问题 . 首先 , 它 
允许 出 现 各 种 空间 相干 结构 , “相干”(coherent) 一 词 在 字典 上 解释 为 ^ 藉 在 一 uh. 
一 致 的 ,连贯 的 ”, 事 实 上 ,相干 结构 是 不 同 尺度 的 模式 ,包括 它们 的 振幅 和 相位 ,以 
一 种 十 分 和 谐 的 方式 " 黏 在 一 起 ”一 致 地 ”运动 的 结果 ,孤立 波 . 涡 旋 等 就 属于 稳定 
的 相干 结构 . 另 一 个 特有 问题 是 时 空 混 沌 ,在 本 书 中 ,我 们 将 时 空 混沌 理解 为 这 样 
一 种 状态 : 不 仅 运 动 的 时 间 行 为 表现 得 混沌 ,而 且 它 的 空间 相干 性 也 遭 到 了 和 破坏. 
讨论 时 空 混沌 ,是 希望 和 助 于 从 动力 学 的 角度 去 理解 洪流 起 因 . 

在 非 线 性 动力 学 研究 中 , 淇 流 这 个 词 也 包含 了 比较 宽泛 的 概念 ,如 光学 泣 
流 0 3 液晶 等 二 维 以 上 介质 中 的 缺陷 漠 流 (defect turbulence)? , 48 iii Dit (phase 
turbulence)t1 中 等 等 ,本 书 主要 关心 的 则 是 流体 潮流 . 在 流体 和 等 离子 体 中 , 淇 流 是 
与 层 流 (laminar flow) 相 对 的 概念 ,严格 地 说 , 层 流 是 流体 在 平行 层 中 流动 的 状态 ， 
在 每 一 层 中 的 运动 速度 都 是 常数 ,而 淇 流 中 速度 随时 间 和 空间 都 很 快 地 变化 . 在 等 
离子 体 物理 中 还 将 满 流 从 现象 上 分 为 两 类 : Bud Cweak turbulence) #14 im (strong 
turbulence). Ja # th BRK 7p ^Y AE KI im WE Cfully-developed turbulence) , 85 fit B4 UX 
JE Wei est [EAE 42 48 FL TG TRE R a Ue oh GE [RI GE. ALI FH 4E Hoe SI BS SE SE 
Ew 与 粒子 热能 Et 之 比 来 界定 , 当 Ew Er BER S dm. BA s um. 在 本 书 中 用 
E yi — p p A EA T SR d DLP RS ,在 这 种 状态 下 波动 都 是 空间 有 规 的 . 

1922 Æ L. F. Richardson 1E Weather Prediction by Numerical Process" rP ix 
FE ^E of Hl fi YR — 1- T6 FE D d Do CES] BL OCL 165 D : 


Big whorls have little whorls, 
Which feed on their velocity; 
And little whorls have lesser whorls. 


And so on to viscocity. 


这 首 小 诗 说 出 了 强 满 流 的 一 个 最 重要 的 特点 ,这 就 是 能 量 的 级 联 : 大 尺度 结构 的 
运动 能 量 逐 次 地 向 小 尺度 的 转移 ,直到 在 箔 性 (粒子 碰撞 ) 水 平 上 被 耗 散 . 关于 流体 
浇 流 的 实验 和 理论 研究 已 经 揭示 了 浇 流 态 的 一 些 重要 性 质 ,这 方面 有 大 量 的 文章 
和 专著 ,这 里 只 作 个 简要 介绍 . 

早 在 20 世纪 40 年 代 , 苏 联 物理 学 家 Kolmogorov 在 研究 充分 发 展 的 满 流 时 ， 
通过 量 纲 分 析 得 到 了 一 个 非常 重要 的 结论 ,这 就 是 满 流 能 量 随 波 数 k 的 变化 遵循 
T eR 
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E(k) 一 (5-48) 
JG EXTR RA AART f BY Dy 3X 4E — XE TE PS PE CRP BR BR Tita Uit BY 
Kolmogorov if, tZ f8 8l T KE WW rts 0 sc F7. 例如 ,在 风 洞 等 实验 中 ,可 在 跨 
越 大 约 3 个 量 级 的 波 数 范 围 中 观测 到 与 Kolmogorov 48 — $C B9 BE Ts. 332 (8 FE ER 

布 (5-48) 的 波段 范围 被 称 为 消 流 的 惯性 区 (inertial range). 
著名 的 纳 维 -斯 托 克 斯 (Navier-Stokes) 方 程 常 被 用 于 讨论 流体 消 流 运动 ,方程 

有 下 面 的 形式 

X tv. Y yv=— y paV'v, (5-49) 


这 里 vCO ARE ,方程 右边 含 wx 的 项 描写 黏 滞 效 应 ,其 他 各 项 ,如 对 流 项 和 
压强 项 ,我们 在 第 三 章 中 讨论 KdV 方程 的 导出 时 已 经 熟悉 了 . 如 果 仅 有 耗 散 没 有 
驱动 , 漠 流 终 将 因 初 始 能 量 被 耗 散 而 趋 于 寂静 ,因此 在 讨论 漕 流 现象 时 , 常 需要 在 
上 面 速度 演化 方程 的 右边 加 上 一 个 驱动 项 f. 计算 机 模拟 也 从 理论 上 证 实 了 充分 
发 展 消 流 的 能 量 存在 具有 寡 律 分 布 的 惯性 区 . 

U. Frisch 的 “Turbulence" 一 书 介绍 了 关于 流体 满 流 的 不 少 理论 和 实验 研究 结 
RECS ,就 我 们 关心 的 向 淇 流转 变 的 机 制 而 言 ,有 几 个 结果 特别 值得 注意 : 

首先 ,从 层 流 向 清流 的 转变 ,伴随 着 某 种 对 称 性 的 改变 . 上 典型 的 实验 是 在 沿 水 
平 二 方向 的 均匀 流 场 Y=(V,0,0) 中 放置 一 个 直径 为 工 、 在 = 方向 无 限 长 的 圆柱 ， 
观察 当 雷 诺 数 (Renolds number ,定义 为 Re=LV/v, 其 中 是 黏 滞 率 ) 改 变 时 绕 球 
的 流体 运动 . 在 小 雷诺 数 时 , 流 场 有 许多 对 称 性 质 , 如 存 x- 反 演 、y- 反 演 以 及 时 间 
平移 和 空间 平移 下 的 不 变性 ,它们 是 Navier-Stokes 方程 和 边界 条 件 所 允许 的 ; 随 
着 雷诺 数 增加 ,这 些 对 称 性 逐步 丧失 ,然而 ,在 雷诺 数 极 高 的 满 流 情形 下 ,在 统计 意 
义 上 系统 又 出 现 部 分 或 全 部 地 恢复 对 称 性 的 趋势 . 

其 次 , 兽 有 分 析 认 为 , 汕 流 变量 的 演化 曲线 有 自 相 似 (selfsimilarity) 特 点 ,我 
们 知道 ,典型 的 自 相似 运动 是 布朗 运动 , 若 将 它 的 速度 信号 作 高 频 滤波 ,分 析 频 率 
大 于 0 的 滤波 信号 的 统计 性 质 ,再 放大 频率 0 一 40, 它 的 统计 特性 不 会 改变 . 然而 ， 
在 对 滑 流 的 高 频 滤 波 信 号 作 分 析 时 .人 们 发 现 , 汕 流 更 像 有 阵 发 的 特点 ,如 果 在 滤 
波 信号 的 时 间 曲 线 上 滑动 固定 大 小 的 窗口 ,会 发 现 窗口 中 的 曲线 时 而 振荡 幅度 很 
大 ,时 而 显得 十 分 安静 . 

此 外 , 随 着 摄像 机 等 现代 测量 工具 的 广泛 使 用 ,在 消 流 场 中 探测 到 一 些 细微 的 
空间 相干 结构 ,它们 呈 涡 旋 丝 状 , 相 互 纠缠 ,时 生 时 灭 , 它 们 是 湛 流 中 一 些 高 涡 度 、 
低 耗 散 的 区 域 . 如 在 高 雷诺 数 三 维 湾流 的 数值 模拟 中 观察 到 阵 发 出 现 的 涡 旋 
gy 66.187] ,在 氨 4 超 流 消 流 中 找到 了 涡 旋 丝 存在 的 证 据 [5s 5 ,在 太阳 光 球 中 还 发 
现 了 以 磁 通 量 管 的 形式 出 现 的 涡 旋 丝 5…"2-, 这 些 现象 都 说 明 测 流 运动 并 不 像 白 
噪声 那样 真正 无 序 , 它 也 会 出 现 一 定 的 空间 相干 ,只 是 相干 结构 的 尺度 很 小 ,形状 
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不 规则 并 且 不 稳定 . 这 一 现象 强烈 地 提示 我 们 ,即使 像 满 流 这 样 随时 空 高 度 无 规 变 
化 的 状态 中 也 存在 着 自 组 织 行为 , 它 增强 了 人 们 的 信心 : 清流 是 有 可 能 从 动力 学 
上 被 认识 的 . 

人 们 自然 想 知 道 , 通 向 满 流 ,或 更 广义 地 , 通 向 时 空 混沌 ,是 否 也 存在 特定 的 动 
力学 途径 ,就 像 在 非 线 性 时 序 系统 中 那样 ,从 不 动 点 一 一 如 果 波 动 系统 中 也 有 这 个 
概念 的 话 一 一 开始 ,经 过 清楚 的 分 岔 序列 ,最 终 发 展 为 潮流 状态 . 这 是 一 个 很 诱 人 
的 想法 ,不 过 ,在 试图 探讨 这 些 问 题 之 前 ,让 我 们 在 下 一 章 先 讨论 波 - 波 相互 作用 这 
个 波动 中 最 基本 的 非 线性 过 程 ,描写 波 - 波 相互 作用 的 方程 仍 属于 低 维 的 非 线 性 时 
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非 线性 波动 系统 模式 间 能 量 转移 的 基本 过 程 是 波 - 波 相 互 作 用 或 称 为 模 - 模 耦 
合 ,这 在 第 二 章 中 已 经 提 到 , 在 那些 关于 待 解 函数 有 二 次 非 线 性 的 波动 系统 中 , 波 
矢量 满足 关系 

ki +k, +k, =0 (6-1) 

的 3 个 波动 模式 称 为 共振 三 波 , 如 果 其 他 模式 的 作用 可 以 被 忽略 (例如 因 它 们 的 振 
幅 很 小 ) ,就 可 以 将 非 线 性 波 截断 到 只 有 3 个 共振 模式 相互 作用 的 封闭 系统 , 称 为 
三 波 相 互 作 用 (three-wave interaction) 系 统 . 三 波 相互 作用 可 被 看 做 是 具有 二 次 非 
线性 项 的 波动 方程 的 元 过 程 , 如 果 波 动 方程 有 三 次 非 线性 项 ,其 元 过 程 将 是 四 波 相 
HERI. 波 - 波 相互 作 用 的 运动 由 一 组 耦合 的 常 微 分 方程 描写 ,属于 非 线性 时 序 系 
统 问题 ,本章 限 于 讨论 三 波 相 互 作 用 的 动力 学 . 

光学 参量 器 件 利用 的 所 谓 “ 参 量 效应 ”(parameter effect) 其 实 就 是 一 种 共振 
波 - 波 相互 作用 ,不 过 三 波 中 有 一 个 是 外 输入 的 泵 波 , 通 过 在 非 线 性 光学 晶体 中 的 
ih Hr SB WEST (stimulated Raman scattering)、 受 激 布 里 渊 散射 (stimulated Bril- 
louin scattering) 等 非 线 性 过 程 *53, 泵 波 被 转换 成 一 定 波长 的 出 射 波 . 光学 参量 
器 件 在 通讯 . 光 雷 达 .国防 军工 万 至 医疗 等 各 个 领域 都 有 广泛 应 用 价值 . 

本 章 利用 第 三 章 导出 的 几 个 不 同形 式 的 非 线 性 漂移 波 方程 ,在 共振 三 波 截断 
下 讨论 它们 的 模 - 模 耦 合 过 程 . 先 从 在 垂直 于 磁力 线 的 平面 上 运动 的 保守 非 线性 漂 
移 波 系统 出 发 ,建立 一 个 简化 的 三 波 模型 , 它 是 一 个 可 积 的 哈密 顿 系统 ,运动 流 形 
是 不 变 环 . 在 此 基础 上 我 们 逐步 将 漂移 波 的 各 种 复杂 因素 加 入 其 中 ,如 耗 散 效应 、 
沿 磁 力 线 的 平行 流 引起 的 漂移 波 与 离子 声波 的 耦合 等 ,讨论 在 这 些 效应 的 作用 下 ， 
原来 可 积 的 三 波 相 互 作用 运动 的 不 变 环流 形 将 出 现 怎样 的 改变 ,特别 地 ,其 中 一 个 
理论 模型 明确 地 显示 了 向 混沌 转变 的 Ruelle-Takens 途径 . 


86.1 保守 的 波 - 波 相互 作用 


6.1.1 可 积 的 漂移 三 波 哈 密 顿 系统 


从 描写 在 垂直 于 磁力 线 的 二 维 平 面 上 运动 的 非 线 性 漂移 波 的 Hasegawa- 
Mima 方程 (3-51) 


dgy? 9? — 2 ae _ 
Frid Viet ay [¢.Vi $] — 0, (6-2) 
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可 建立 起 一 个 简化 的 可 积 三 波 相 互 作用 险 密 顿 系统 -”*. 三 波 过 程 是 含 二 次 非 线性 
项 的 波动 系统 模 - 模 斐 合 最 基本 的 构件 ,更 复杂 的 相互 作用 都 是 在 此 基础 上 建立 起 
来 的 . 
将 系统 的 解 $x,1) 展 开 成 不 同 波 矢量 的 傅 里 叶 模 式 之 和 
$a.D = > fit et’, (6-3) 


这 里 办 (2) 是 复 振幅 ,有 $= 六 BERRA RAD H(6-2).A(¢.V. 8) 
=z. [V1 $XV. V$] A53 


2 0 Hee EXER e DG mx it ppe = o, 
li k m.n 


(6-4) 
xh ek MA 分 别 是 波 矢量 k 在 垂直 于 磁场 的 平面 上 和 在 y 方向 上 的 投影 . 假设 
2x 周期 边界 条 件 , 波 矢量 ,m,n 将 取 整 数值 . 交换 方程 左边 最 后 一 项 中 的 求 和 指 
标 , 两 边 乘 以 e“*“*, 并 对 xz 从 0 到 2x 积分 ,利用 
i ik Kr. — , - 
"2 ce Ordr m. (6-5) 
得 到 关于 模式 0, CO (8 90.1,2. ,oo) 的 演化 方程 
2a R$, rid. YX la mox OË — m $$, =0, (6-6) 


m :n=k 


这 里 已 略 去 kA LR RAUL BG TS RL AR AE mm 十 n= 的 波 矢量 进行 . 系统 (6-6) 的 
能 量 为 
= FIR ey. pla = DW. = FIFRA. (D 


方程 (6-6) 是 一 个 保守 体系 ,容易 验证 dW / de — 0. 
将 方程 (6-6) 截 断 到 满足 共振 条 件 十 ks 十 ks 二 0 的 3 个 共振 模式 ,就 可 建立 
一 个 三 波 相 互 作用 系统 . 作为 讨论 保守 三 波动 力学 的 一 般 模型 ,我 们 将 它 写 做 更 
简约 的 形式 22 ， 


m = iw? — AF bid... (6-8) 


xc BB S E ERR LU Lom HEL1.2:3) BOSE TR CR RD «o Sk. /I FR 0], 是 波 
数 为 的 模式 的 线性 频率 , 非 线 性 项 中 的 系数 AS E Xe F=}, ES 


三 波 方程 (6-8) 保 留 了 漂移 波 模式 方程 (6-6) 两 个 重要 性 质 : 每 个 模式 加 有 
一 个 线性 振荡 频率 ,同时 三 波 之 间 存 在 能 量 交换 ,由 非 线性 项 AF An 描写 ,其 
中 A 是 3 个 波 矢量 包围 的 三 角形 面积 (参考 图 2-3), 它 决定 了 三 波 相互 作用 的 强 
E.F, 满足 关系 
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DF, — 0, (6-9) 

这 保证 了 非 线性 项 不 会 造成 系统 整体 能 量 的 耗 散 或 增益 ， 计算 三 波 系 统 的 能 量 
(现在 是 W = >, | $, 1/2) 可 以 验证 这 一 点 . 

读者 可 能 已 经 注意 到 ,模式 线性 频率 w READER ki 这 一 项 来 自 于 原 波 

动 方 程 (6-2) 中 混合 导数 项 字 V 4. 在 第 三 章 中 我 们 知道 ,混合 导数 这 一 项 是 极 化 


漂移 引出 的 ,对 系统 的 色散 行为 有 重要 影响 ,如 限制 了 小 尺度 结构 运动 的 群 速度 
等 . 三 波 模型 不 关心 波动 的 空间 结构 形成 和 它们 的 运动 ,在 方程 (6-8) 中 混合 导数 
项 的 作用 仅 以 修正 线性 频率 的 形式 包括 进来 ,因此 波 - 波 相 互 作 用 模型 在 物理 上 有 
很 大 的 局 限 性 . 在 讨论 空间 延展 系统 非 线 性 波 的 动力 学 时 ,我 们 将 看 到 ,与 混合 导 
BORA V: d 相关 的 线性 色散 对 非 线 性 波 的 演化 起 着 异常 重要 的 作用 . 

将 复 模式 多 人 用 实 振幅 a; (2) 和 实 位 相 o; (已 来 表示 


$, (2 = a,(expLia, CO ]; (6-10) 

代入 方程 (6-8) ,分 开 实 部 和 虚 部 ,得 到 6 7 E Re a} Al (o) BUE ZR PETS D REB : 
du L AF aras cos(a; + az 十 as)， (6-11a) 

de; w, + AF, “Se sinCa, Fa; Fas). (6-11b) 


4 a(t) =a) OD) tan (t) Fa (GO = KR BE (6-11) HE — 46 £318] WKF (a; CO TL a CO 
这 4 个 独立 变量 的 封闭 方程 组 
da; 


—— =— AF ad cosa. (6-12a) 
dż 


C =— Aw+ ADF; Mesing, (6-12b) 


him j 


XE, Aw = Se; 是 3 个 共振 模式 线性 频率 的 失 谐 (mismatching). 
三 波 系统 (6-12) 的 有 效能 量 为 


W = pp (6-13) 
它 是 系统 的 一 个 运动 常数 ,dW /dt 二 0. 相 空 间 中 的 体积 元 是 
dV = ipsae. (6-14) 
因为 是 保守 系统 , 相 体 积 是 守恒 的 ,有 
; 
E REA E 6-18) 
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定义 
I, = a?/F,, (6-16) 
三 波 系统 (6-11)? 可 以 由 下 面 的 哈密 顿 量 描写 


二 on+2AGPER V CLI) sin(a: Ha: +a), (6-17) 


这 里 {I} 和 {a } 分 别 是 正则 动量 和 正则 坐标 在 第 四 章 中 我 们 已 经 知道 ,哈密 顿 系 
IER ERA RO E Y. 这 也 是 为 什么 选择 三 波 系统 (6-12) 的 体积 元 有 
(6-14) 形 式 的 原因 . 

系统 (6-17) 的 哈密 顿 方程 为 


C= DÀ, TTPA RE C Deo Tatan, (6-18a) 
da; on wj + ACF, FiF)" (Hl ) sina, +a +a). (6-18b) 


哈密 顿 量 (6-17) 中 含 A 的 项 描写 三 波 之 间 的 相互 作用 , YAS OH 一 
一 Swl, 它 正 是 在 第 二 章 中 已 经 熟悉 的 独立 线性 谐振 子 的 哈密 顿 量 , 只 是 这 里 


j=l 


有 3 个 线性 振子 . 那么 , 当 A AO 即 这 3 个 振子 之 间 出 现 共振 波 - 波 相互 作用 时 , 系 
统 有 什么 样 的 运动 流 形 ? 

哈密 顿 量 五 本身 ,是 系统 (6-18) 的 一 个 运动 常数 ,容易 找到 另外 几 个 运动 常 
数 ,它们 是 

Mim = 1) — Ins (6-19) 

因为 存在 关系 min = mn — my ERER m 1899 B] 3 个 运动 常数 中 ,只 有 2 个 是 
独立 的 . 因此 ,包括 哈密 顿 量 HAS EA. ER 3 个 独立 运动 常数 ,与 系统 自由 
度数 目 相同 ,从 第 四 章 关 于 哈密 顿 系 统 理论 知道 ,方程 组 (6-18) 是 一 个 可 积 哈 密 顿 
系统 . 

为 求 系统 的 运动 轨道 ,利用 以 上 几 个 运动 常数 的 一 个 线性 组 合作 为 运动 常数 
EN. EO 


. Aw a? 
r= a, 42a; Sina — c = A2 F, 


atts [Go — 2o + ws) ma + Go, Hor — 2e) my 1}. (6-20) 


~ 2A 
作为 例子 ,让 我 们 求解 正则 动量 D, CO ae m. 从 方程 (6-18) 导 出 
dh 1 » g 
u^ g LP] ， (6-21) 


这 里 PI ) 是 关于 了 的 一 个 三 次 多 项 式 , 它 的 各 项 系数 用 运动 常数 表示 为 
PC) = 36A°F, FER P —— L One + m,,)36A? F; F, F, + IA | 
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十 (36A! F, F; Fsmizms m 3AwL 6AT — Ac Gn; cmi], 


— [6AF — AwGni; + mi) F. (6-22) 
方程 (6-21) 对 时 间 ¢ 积分 ,得 到 
ho di 
— do 一 一 3| ——— 一 
f t OE [ PCI) ]!? (6-23) 


式 (6-23) 右 边 是 一 个 椭圆 积 分 ,1(1) 的 解 是 它 的 反 函 数 一 一 雅 可 比 椭圆 函数 . 
为 将 (2) 的 解 写成 显 式 形式 ,假设 P; C1) 一 0 A 3 PRS, ,在 一 定 条 
件 下 找到 正则 动量 随时 间 的 演化 为 


LO = F — IK eseat, (6-24) 
这 里 ,sn(X4i,7) 是 雅 可 比 椭圆 函数 ,有 周期 
l 
T=4K =4F(Ž.,7) af dy ， (6-25) 
v Va yd- yry) 


ste A= — ACF, REO - O y= - E/O, O. 
正则 坐标 a 的 解 也 可 利用 运动 常数 从 其 演化 方程 积分 求 出 


aC = ( "EE UI "T Lu "nu emp GE 


位 相 on CO BRT CEE US BT i AUS BA c Jb. Ha T dE X EB Ys EB TR AE TKC 
赖 于 关于 正则 动量 了 (7) 的 一 个 积分 . 

用 类 似 方法 可 求 出 其 他 2 个 正则 动量 和 正则 坐标 的 解 , 它 们 都 可 以 用 雅 可 比 
椭圆 函数 来 表达 . 这 样 ,可 积 险 密 顿 系统 (6-17) 的 轨道 被 约束 在 六 维 相 空间 中 的 一 
个 三 维 不 变 环 上 ,运动 是 完全 有 规 的 . 从 解 的 表达 式 看 , P; (1 ) 的 3 个 根 DDI 
依赖 于 系统 的 运动 常数 ,它们 的 取 值 决定 了 系统 在 相 空 间 中 哪个 不 变 环 上 运动 . 
6-1 给 出 正则 动量 L.L.L 随时 间 演 化 的 示意 图 . 


(6-26) 


6-1 可 积 三 波 哈 密 顿 系 统 (6-17) 的 正则 动量 随时 间 的 演化 
3 个 模式 周期 性 地 交换 它们 的 能 量 , 当 模 式 D, 幅度 增长 时 ,7 ,7 的 幅度 减 小 ， 
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反之 亦 然 . 这 就 是 我 们 强调 的 非 线 性 波动 与 线性 波动 的 主要 不 同 之 处 , 它 允 许 能 量 
在 不 同 尺度 的 模式 间 转 移 . 只 是 对 于 这 里 的 保守 系统 ,能 量 反 复 地 转移 和 回归 ,在 
波 矢量 空间 不 存在 定向 的 能 量 流 . 如 果 是 线性 振子 (A==0), 图 中 工 , 了 ,1; 的 轨道 
将 为 三 条 水 平 直线 .模式 间 没 有 能 量 交换 . 

以 运动 常数 momi , 厂 作 为 新 正则 动量 ,哈密 顿 量 (6-17) 改 写 为 


H —— iG. m 2w: 二 wa ) mMm 十 Ho T we = 2w3 Ma, 十 2AT， (6-27) 


我 们 看 到 ,在 这 个 新 表象 中 系统 又 化 为 三 个 独立 振子 ,它们 的 频率 分 别 为 : & — 
— Ca — 2w: Fa )/3 0; = Ca Fo: — 24) /3 M o — 2A. TETR VUE h B. £S AG .— 
有 TAMAR RAS. eta SA IERI TET P BT LAN 个 独立 线性 振子 , 相 
互 之 间 不 再 有 能 量 传递 ,因此 可 积 系统 的 运动 在 本 质 上 是 线性 的 . 哈密 顿 系 统 
(6-17) 就 是 一 个 具体 例子 ,在 变换 到 形式 为 式 (6-27) 的 表象 中 后 ,正则 变量 的 运动 
将 由 线性 方程 描写 . 


6.1.2 在 离子 声 不 可 积 扰动 下 的 漂移 三 波 


三 波 模型 (6-12) 像 其 他 可 积 哈 密 顿 系统 一 样 ,运动 流 形 为 不 变 环 .在 第 四 章 中 
已 经 知道 ,对 不 变 环 的 不 可 积 扰动 可 能 引起 共振 效应 ,如 外 周期 驱动 频率 与 不 变 环 
上 的 运动 频率 共振 ,或 者 有 理 不 变 环 上 两 个 运动 频率 之 间 的 共振 等 ,都 可 能 造成 扰 
动因 小 分 母 出 现 奇异 增长 ,不 变 环 因此 被 破坏 . 本 小 节 借 助 非 线性 漂移 波 与 离子 声 
波 耦 合 的 方程 (3-56) ,建立 一 个 漂移 三 波 与 离子 声 三 波 耦 合 的 模型 , 它 仍 是 一 个 保 
守 的 哈密 顿 系 统 ,不 过 新 增加 的 离子 声 三 波 自由 度 却 破 坏 了 原来 漂移 三 波 哈密 顿 
系统 的 可 积 性 . 

当 存 在 沿 磁力 线 小 的 平行 流 J 三 nv 时 .第 三 章 中 已 经 导出 相应 的 无 量 纲 化 运 
动 方程 有 形式 (3-56) ,这 里 重新 写 出 


o¢ a 
ot ðt 


Vi $4 al 4.9? ($.V $] — 0. (6-28a) 
Oz Oy 


aj | at H . 
a St [ss] = 0. (6-28b) 
让 我 们 暂时 忽略 等 离子 体 电位 涨 落 #$ 与 沿 磁力 线 方向 上 离子 声波 J 之 间 的 非 线性 
契合 项 [$,J], 只 考虑 两 个 方程 之 间 通 过 线性 项 09/02 和 3J /az 相互 耦合 ,此 外 ， 
和 上 一 小 节 一 样 忽略 混合 导数 项 字 V1$ 的 作用 ,在 这 些 近似 下 ,从 方程 (6-28) 的 
三 波 截断 可 得 到 一 个 哈密 顿 系统 "”. 
没有 与 平行 流 看 合 时 ,漂移 波 限 制 在 垂直 于 磁力 线 的 平面 上 运动 , 当 存 在 看 
合 时 ,方程 (6-28) 的 运动 变 为 空间 三 维 的 , 波 矢量 除 垂直 于 磁力 线 的 分 量 外 还 包含 
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沿 磁力 线 的 小 分 量 , 这 样 ,$p 和 J 的 模式 展开 应 为 
d(x,t) = Sob (ete IPLE ， 


Jx.) = DDe x) ， 
k 


(6-29a) 


(6-29b) 


这 里 下 标 圭 和 V 分 别 表示 沿 垂直 和 平行 于 磁力 线 方向 Me. WR. 类 似 于 节 
6.1. 1 的 推导 .将 展开 式 (6-29) 代 入 方程 (6-28) ,截断 到 共振 三 波 所 十 太 -十 上 一 0， 


可 得 到 漂移 三 波 模式 {t 风 } 与 离子 声 三 波 模式 (了 HR A E. 
将 复 振幅 多 和 万 分 别 用 它们 的 实 振幅 和 实 位 相 表示 


$00 Saen, (6~30) 
和 
J, = b, GO e, (6-31) 
只 保留 模式 风 和 J o LER PEDI ES IATZ a) AL), 8 ) 满足 
的 方程 组 为 
= = «,6,sin(a; — Bj) — AF aia, cos(ai Fa: 十 as )， (6-32a) 
学 —— «ja; sin(a, — 8). (6-32b) 
da kjbj au. | | - 
— = w + ——cos(a, — fj) + AF; sinfa; +a: Faz), (6-32c) 
dr a, a, 
9E = oe ^ cos(a; — Bj). (6-32d) 


这 里 kj —k, * 6, (j= 二 1.2,3) 是 波 矢量 大 沿 磁力 线 的 平行 分 量 , 满 足 ee e =0, 


它 给 出 了 多 与 万 之 间 线 性 耦合 的 强度 ,系数 4 和 下 ,的 意义 同 前 ,也 有 关系 SF 


= 0, 注意 方程 (6-32) 和 后 面 节 6. 2. 2 PATE (6-60 HE 0) BBS 


j ) 的 运动， 


而 节 6. 1. 1 中 方程 (6-11) 是 关于 其 共 轿 {内 } 的 ,因此 它们 的 位 相 a; 的 线性 振荡 频 


率 相差 一 个 符号 . 
定义 相 体 积 元 为 


dV = zlla« db? dô, ) da. 


可 以 证 明 ,系统 (6-32) 的 相 体积 在 运动 中 不 变 . 
耦合 方程 组 (6-32) 也 是 一 个 保定 哈密 顿 系统 ,定义 
I, =a /F;s 
J, —- 5 /F, 
fe ATE WHE. SSI IE BAA a, 和 8p, ,方程 组 (6-32) 化 为 


(6-33) 


(6-34a) 
(6-34b) 
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dl, 
dr 2x; (I,J ;)! sinCa; — Bj) — 2A(F, FF V” CL 1,1,)' cosa 十 as + ag), 
(6-35a) 
dJ; T 
dt 一 一 2k; (I,J ;) sin(a; — Bj). (6-35b) 
da; J; 1/2 oo Ll, Wr 
m +e (7) cosa; — Bj) + ACF FF)? (T) sin(a; 二 oa Ho), 
(6-350) 
1/2 
oh = w (3) cos(a, — B), (6-350) 
这 是 一 组 哈密 顿 正则 方程 ,相应 的 哈密 顿 量 为 
3 
H= Niel; +2ACFIF Fs) GE Ej) sine; + a; +a) 
j=l 
3 
+20 (J )"* cos(a, — B). (6-36) 


34 (c) —0 时 , 式 (6-36) 就 是 可 积 的 漂移 三 波 哈密 顿 景 [参考 式 (6-17)j, 售 ue; 的 项 
描写 它们 与 离子 声 三 波 的 线性 耦合 . 
除 哈密 顿 量 蝇 外 ,系统 (6-36) 还 有 三 个 运动 积分 ,它们 是 
M, = (U HJO G, +) nds (6-37) 
且 存 在 关系 Min =M m —M, iU ,l,m}) 是 {1,2,3) 的 轮换 . 对 于 有 6 个 自 由 度 的 哈密 
顿 系统 (6-36) ,这 些 运动 常数 不 足以 唯一 地 决定 系统 的 运动 轨道 ,我 们 将 看 到 ,与 
离子 声 平行 流 {J} 的 耦合 ,破坏 了 原来 哈密 顿 系 统 (6-17) 的 可 积 性 质 . 
为 说 明 这 个 问题 ,将 各 变量 按 小 量 x; 的 短 次 展开 
X, = XxX Her, (6-38) 
x HX, 表示 ,Jjyaj 或 BG 二 1,2,3) ,代入 方程 (6-35) ,在 必 阶 上 得 到 


an” —— 2A(F F; FA)? i? I2? I? )V* cosa? +a +a), (6-39a) 
a =0, (6-39b) 
rus o, FAGLE FO (Ir J sina? + af” Haf), (6-390) 
dB. — o, (6-394) 


因此 ,在 必 Wr. EUIS Br ) ias MEMS CI? oof ) 938 Bh ERR Je E RIT 
哈密 顿 量 


3 
H” = Sal” + 2ACF, F, F, yi etu I o ye sinCaí?? + oi 十 ai? ) 
j=l 


了 


(6-40) 
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描写 , 它 就 是 可 积 的 漂移 三 波 哈 密 顿 量 ,我 们 可 以 显 式 地 解 出 它 的 正则 动量 (1%)} 
ANE WY A5 f (o5? 的 运动 [参考 式 (6-24) 和 (6-26)], 它 们 的 运动 流 形 是 一 个 三 维 不 
AE ER, 

在 台阶 上 ,得 到 平行 流 模 式 的 一 阶 量 (JJ gr ) 随 时间 的 演化 方程 为 


aj‘? 
T s De TPT) Sinai” =p), (6-41a) 
D (0) 1:2 
“a => 2k, (P) cos(a;” — BPO; (6-41b) 


因为 右 端 各 个 零 阶 量 已 有 显 式 解 ,方程 (6-41) 原 则 上 可 以 直接 积分 求 出 . 以 7 一 1 
为 例 , 为 简单 起 见 取 运动 常数 BI” —0 IMB P; (CI ) 有 一 个 零 根 为 卫 二 0, 在 这 个 
条 件 下 ,可 以 说 明 o1? (1) 有 下 面 形式 简单 的 解 


ai? (t) = e 学 )( tos (6-42) 
代入 式 (6-41), 并 利用 D 的 解 ( 式 (6-24)), 得 到 I? 的 演化 方程 为 


Sn —— 2i LT JI J? + sn[AG — tx] + sin| (en — Aer. 
(6-43) 
将 椭圆 函数 sn 展开 成 傅 里 叶 级 数 , 有 
dj  —— (0) 1/2 n, - (2n — DarK’ 
= 2i LJ E] K 2,cch aR 
. (2n— nA — ty) .. _ Aw\,, 
* sin OK . sin| (w: 2 K t) | 
=- UPNT” 
PX PR pK [co os| ( (Ge "E Ae) n) | 
one w=) - 0) |), (6-44) 
将 上 式 对 时 间 积 分 ,得 到 
DrK’ 
Tao == BELO NY? + Desch Ga ake 
1 2 (2 一 1)r — Aw _ ] 
| roe mu 2K an + Yaw) 
2K unt 
1 . (2n — 1) xd Aw 
-$ 十 w(t—t) 
(2n— Dn , Aw sin| ( 2K un 2 ) n 
2K m 2 
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这 里 ,K 二 F(x/2,7Y) 是 宗 量 为 7 的 椭圆 函数 的 1/4 周期 ,K' = 二 FCx/2,y), 其 中 ， 
Y 三 V1 一 站 ,Y MA 的 表达 式 在 前 面 已 给 出 . 这 些 量 都 依赖 于 P PORR ,了 了， 
1 ,并 通过 它们 依赖 于 零 阶 哈密 顿 量 日 "的 运动 常数 . 这 样 ,初始 轨道 点 的 某 些 取 
值 有 可 能 使 式 (6-45) 中 的 分 母 变 为 0, 即 

(= (6-16) 

2K) 2 

当 这 个 条 件 满足 时 ,平行 流 的 一 阶 量 六 ”随时 间 将 出 现 小 分 母 发 散 . 因此 ,由 于 平 
行 流 模式 J; 与 漂移 波 模 式 $; 之 间 的 耦合 ,原来 可 积 哈密 顿 系统 HU 的 不 变 环 可 
能 因 共 振 被 破坏 . 

在 第 四 章 的 例子 中 , 当 不 变 环 上 的 特征 频率 因 不 可 积 扰动 发 生 共 振 或 者 它们 
与 外 加 频率 共振 时 ,环形 拓扑 受到 破坏 ,这 里 离子 声 与 漂移 三 波 的 耦合 也 可 引起 共 
振 效 应 ,但 情况 更 为 复杂 . 共振 条 件 (6-46) 不 仅 通过 P. 的 根 依赖 于 未 扰 哈密 顿 量 
五 的 运动 常数 , 它 还 是 振子 的 线性 频率 wi 以 及 频率 失 谐 Aw 的 函数 , 如 果 把 平行 
流 (J,p8) 看 做 扰动 , 它 本 身 并 没有 带 来 任何 新 的 特征 频率 ,但 通过 与 原来 自由 度 
CG, ,a;) 的 相互 作用 ,一 些 特征 频率 看 合 进 平行 流 的 运动 中 ,包括 漂移 波 线性 振子 的 
频率 w; 和 频率 失 谐 Aw, 以 及 (通过 K.y 等 变量 获得 的 ) 未 扰 可 积 不 变 环 上 运动 的 
特征 频率 , 当 这 些 频率 共振 时 ,平行 流 的 扰动 出 现 了 小 分 母 发 散 , 它 破坏 了 可 积 哈 
密 顿 系统 {1 o } 的 不 变 环 . 

图 6-2 是 有 平行 流 耦 合 时 的 哈密 顿 系 统 (6-36) 的 正则 动量 D CO ,71;(7) 演 化 的 
一 个 例子 ,在 相应 参数 下 , 它 显 示 双 周期 运动 ,与 图 6-1 中 单 周 期 运动 形成 对 比 ,其 
中 高 频频 率 就 处 于 振子 的 线性 频率 附近 . 在 没有 平行 流 耦 合 的 方程 (6-12) 中 ,振子 
振幅 a, (2 的 演化 依赖 于 振子 位 相 之 和 oar 十 os 十 as ,在 有 平行 流 耦 合 时 :单个 振 
子 的 位 相 w 出 现在 振幅 a, (1) 运 动 方 程 中 [参考 方程 (6-32a)j ,在 非 线 性 不 太 强 时 ， 
a, 以 接近 ww) 的 线性 频率 运动 ,这 就 是 说 ,平行 流 的 耦合 将 漂移 波 线性 振子 位 相 a, 
的 特征 频率 w; 在 其 振幅 4; 的 运动 中 激活 了 (但 经 历 了 非 线性 频 移 ), 它 们 与 未 扰 
可 积 不 变 环 上 的 那些 特征 频率 一 起 出 现在 振子 振幅 的 运动 中 . 当然 ,哈密 顿 系 统 
(6-36) 不 是 完全 可 积 的 ,图 6-2 只 是 拓扑 环 还 没有 被 破坏 的 一 个 例子 ,在 共振 面 附 
近 , 运 动 将 变 得 十 分 混沌. 

哈密 顿 系统 (6-36) 不 完全 可 积 的 性 质 以 及 与 此 相关 运动 的 奇异 性 是 这 个 自治 
系统 内 在 的 ,是 系统 运动 常数 的 数 日 小 于 自由 度数 目的 缘故 . 哈密 顿 系统 (6-17) 和 
(6-36) 都 是 实际 等 离子 体 波动 系统 在 三 波 下 的 截断 ,如 式 (6-36) 中 两 类 模式 
人 wy 和 { 凡 ,8 之 间 的 耦合 可 追溯 到 连续 性 方程 与 运动 方程 在 一 定 条 件 下 的 耦 
合 . 由 这 个 例子 我 们 可 以 预料 , 像 不 变 环 共振 做 坏 这 类 奇异 性 问题 ,在 流体 .等 离子 
体 等 物理 系统 中 一 定 普遍 地 存在 , 正 是 动力 学 内 在 的 各 种 奇异 性 , 才 使 得 流体 系统 
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(b) 正则 动量 /; cn) 
图 6- 2 与 离子 声波 线性 耦合 的 漂移 三 波 哈 密 顿 系统 (6-36) 的 一 个 调制 振荡 解 


中 广泛 地 出 现 混沌 和 消 流 现象 
86.2 耗 散 的 波 - 波 相 互 作用 


在 很 多 实际 情况 下 , 波 - 波 相互 作用 系统 不 是 保守 的 ,例如 ,由 于 某 种 线性 不 稳 
定性 .特定 波长 和 频率 的 模式 会 受到 持续 的 驱动 ,介质 的 宏观 不 均匀 性 就 可 能 提供 
驱动 所 需 的 能 量 ,另外 ,波动 系统 的 能 量 还 有 各 种 损失 渠道 ,如 通过 波 -粒子 相互 作 
用 转变 为 粒子 的 热能 等 ,因此 ,波动 模式 的 能 量 ,特别 是 短波 模式 的 能 量 ,将 有 可 能 
被 耗 散 . 在 讨论 波 - 波 相互 作用 时 ,需要 将 这 些 因素 考虑 进去 . 

在 有 耗 散 时 推导 非 线 性 漂移 波 方程 ,就 不 能 像 第 三 章 中 那样 将 电子 密度 涨 落 
n, 假设 为 绝热 的 ,需要 考虑 电子 密度 对 涨 落 电场 的 非 绝热 响应 . 为 此 ,要 在 电子 密 
度 扰动 的 傅 里 时 分 量 上 增加 一 个 小 的 虚 部 

n, 一 页 (1 一 谊 )， (6-47) 
这 里 3,« 1 是 实数 . 考虑 这 一 因素 ,从 不 同形 式 的 漂移 波 方程 ,可 以 导出 包括 耗 散 
效应 在 内 的 不 同形 式 的 三 波 相互 作用 模型 . 


6.2.1 耗 散 三 波 的 Hopf Pz 


考虑 到 电子 密度 对 电场 涨 落 的 非 绝 热 响应 (6-47) ,在 三 波 模型 中 可 假设 一 个 
模式 因 线 性 不 稳定 性 指数 增长 ,另外 两 个 模式 因 耗 散 指数 衰减 ,原来 可 积 的 三 波 系 
(6-12) a AU 


da = y,a, — Aa,a;(F,cosa + Gsina), (6-48a) 
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de —— Aw + AX, "CF, sine — G, cosa). (6-48b) 
jd j 


这 里 假设 模式 二 1 是 线性 增长 的 ,有 ym OBERE 2.3 线性 阻尼 ,及 ,7 一 0. 
系统 通过 振幅 {4,) 的 线性 变化 与 外 办 交换 能 量 ,因为 存在 关系 SOK, = SIG, <0. 


方程 中 的 非 线 性 项 不 会 带 来 系统 总 能 量 的 增益 或 损失 . 
系统 (6-48) 的 能 量 改变 率 为 
M 5 abe Davai. (6-49) 


我 们 记得 ,哈密 顿 系 统 的 相 体积 是 用 它 的 正则 坐标 和 正则 动量 来 定义 的 ,考虑 到 方 
程 (6-48) 在 无 耗 散 时 赔 化 到 方程 (6-12), 为 与 后 者 这 个 哈密 顿 系统 一 致 ,这 里 定义 
相 体 积 元 为 


dV = iles da, (6-50) 
它 的 变化 率 是 


-Dià Oa, (a 4 F2 x f= 27, (6-51) 
这 里 y=] Hy +y. ATA XE HS Cy, } FER BUE (EE ERG OES A RL 
不 变 的 速率 收缩 ,轨道 最 终 流向 一 个 相 体 积 为 0 的 吸引 子 ， 

1E (G,) —0 的 简单 情况 下 容易 找到 系统 (6-48) 的 不 动 点 即 定 态 解 ,用 上 标 s K 
示 , 它 满足 方程 daj/dt — 0. da^ /dt — 0. RA — RETE. WE sgn(F,) = —sgn(F,) = 
— sen(F,;) Al sgnCy,) = —sgn(y) = —sgnCy,0 . EG 


so YA: Aw E 
a; erl ; BE (6-52a) 
a = arctan (一 ak (6-52b) 
y 


上 式 是 系统 (6-48) 在 {G,) 一 0 时 的 一 个 非 平凡 不 动 点 ,需要 强调 的 是 ,虽然 在 
不 动 点 上 模式 的 振幅 a; 以 及 位 相 之 和 a 都 是 常数 ,各 模式 的 位 相 w 本 身 却 并 不 处 
于 定 态 ,6 (0D|, 天 0. 在 一 个 稳定 的 定 态 Cai va} vai ve) 上 ,每 个 模式 的 位 相 a, 都 以 
ERITH ENZ RAS HE HER on m Cai Ha tas) [m const.. 因此， 
一 个 稳定 的 定 态 实际 上 是 耗 散 三 波 系统 的 线性 增长 模式 好 ( * OR EIEN A 
个 线性 阻尼 模式 如 ,各 之 间 建 立 起 的 一 种 具有 定常 相差 的 完美 相同 步 态 . 从 这 个 简 
单 的 耗 散 三 波 系统 已 经 看 出 ,耦合 非 线性 振子 系统 有 强烈 的 相同 步 趋势 ,在 一 定 条 

件 下 它们 可 能 实现 完美 的 相同 步 ,这 样 的 例子 我 们 在 后 面 还 会 一 再 遇 到 ， 
非 线性 动力 学 首先 要 关心 的 是 一 个 不 动 点 是 否 稳 定 ,以 及 可 能 发 生 什么 样 的 
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不 稳定 性 的 问题 . EG, } =0 时 的 模型 (6-48), 采 用 第 五 章 中 的 分 析 方 法 ,假设 
aj t) =a} +da; C) at) =a tbe) ,以 及 扰动 量 的 线性 演化 有 指数 形式 ,5aj (= 
Sa, (0)e* 等 ,可 以 找到 对 定 态 {a;) ,a* 扰动 的 本 征 方程 如 下 079 


Yi—A — Yia/as — Xia/as qi 
— Ya /a y: 一 人 一 yacdsy/as q2 
= 0, (6-53) 
— ¥3a3/a, — Yas /a Ys TA q3 
bi P: P3 yY—àÀls 
这 里 
Fa, F F . 
bul jani y Tet At sina »" (6-542) 
a; dk 1 
q; = Fja,a,sina |, (6-54b) 


下 标 s 表示 变量 在 定 态 处 取 值 . 

本 征 方程 (6-53) 有 4 NEEE, BLESS FERE |y; | | F; | | Aw | (7 =1,2,3), 
可 将 方程 (6-48)({G, 一 0)) 的 各 变量 关于 小 量 {y; } 展 开 近 似 求解 . 在 最 低 阶 上 得 到 
2 个 零 根 ,4 二 0, 以 及 2 个 共 因 的 纯 虚 根 


Aj. =i, (6-55) 
这 里 
2 2 2 
Q | Aw | Jg em a, (6-56) 


这 样 ,我 们 就 在 {7y;} 的 零 阶 近似 下 找到 系统 (6-48) 的 本 征 振荡 频率 为 0, 它 依赖 于 

线性 振子 的 频率 失 谐 Aw, 并 随 模式 振幅 线性 增长 率 {7y;} 改 变 ， 
在 {7y;}) 的 一 阶 近似 下 ,对 应 Ag? 求 得 

1271 Ys Ys 


jo nysr , (6-57) 
M 205 RHE) 
di dm Cy; ) BS PE AH AS? 是 负 定 的 ,不 会 引起 不 稳定 性 . 对 应 48: 求 得 
AS = yd 6X Yo Ys (6-58) 


20b RT 
上 式 右边 第 一 项 y<0, 第 二 项 是 正定 的 ,因此 在 y —0 Bit erp AS A ER 
组 {y;) 处 从 负 值 变 为 正 值 . EX (06-580 53 2E Br ffi (6-550 3 3E SL] T — p JE SE RS 
复 本 征 值 
Asa = Ay, Eil, (6-59) 
随 |y| 减 小 , 它 的 实 部 将 跨 过 虚 轴 ,由 负 变 正 . 
jx| 正 比 于 相 体 积 的 收缩 率 ,因此 ,本 征 值 (6-59) 表 明 , 当 相 体 积 收缩 得 足够 慢 
时 ,不 动 点 (6-52) 将 发 生 Hopf 分 倪 , 失 稳 频 率 和 扰动 增长 率 分 别 由 式 (6-59) 的 虚 
部 和 实 部 给 出 , 在 数值 实验 中 可 选取 满足 Hopf 分 岔 发 生 的 参数 ,对 不 动 点 (6-52) 
施 以 微 扰 ,在 扰动 很 小 时 ,它们 的 演化 基本 上 由 其 线性 化 方程 制约 ,因为 系统 存在 
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本 征 振 荡 频 率 0Q, 在 初始 阶段 可 观察 到 模式 振幅 振荡 地 指数 变化 ,对 振荡 包 络 指数 
增长 的 情形 ,可 计算 出 定 态 (6-52) 的 失 稳 频率 和 增长 率 . 

图 6-3 用 实 线 画 出 了 1， 解析 解 (6-59) 的 实 部 Re CA, 00H 2E 26 X4 (B 
|Im(A3.; ) | 随 yE Ya Ya ;改变 YOU Res.) B y 几乎 线性 地 变化 ,在 它 从 
负 方 向 跨 过 0 时 本 征 频 率 0 KE. Hopi 4r 22 A ^E. 数值 模拟 证 实 了 这 一 点 . 从 数值 
模拟 方程 (6-48){G; 二 0} 找 到 的 失 稳 频率 在 图 上 用 小 圆圈 标 出 , 它 与 1Im (Xs)| 符 
合 得 很 好 . 图 中 虚线 是 4, , 它 保 持 为 负 实数 ,不 会 引出 任何 新 频率 . 


on al 
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图 6-3 耗 散 三 波 相 互 作用 系统 (6-48)({G, 一 0)) 定 态 解 的 扰动 本 征 值 随 y 的 变化 


34 RelA: «0 时 ,如 果 对 定 态 施 以 较 大 的 扰动 ,在 暂 态 中 也 能 看 到 系统 的 本 
征 振荡 ， 不 过 它 的 振幅 指数 地 衰减 ,最 终归 于 定 态 . 由 此 找到 的 Hopf 失 稳 前 的 本 
征 频率 ,一 并 用 小 圆 图 画 在 图 6-3 中 ,它们 与 理论 预言 结果 也 完全 符合 . 可 见 耗 散 
非 线 性 系统 的 本 征 频 率 不 一 定 都 能 在 运动 中 表现 出 来 ,只 有 失 稳 频率 会 出 现在 浙 
近 运 动 中 . 

在 文 [172j 建 立 的 耗 散 漂移 三 波 模型 (6-48) 中 ,一 般 (G;} 取 为 非 零 值 ,这 一 项 
描写 电子 密度 对 电场 的 非 绝热 响应 引起 的 非 线 性 效应 . 在 包括 这 一 项 时 该 文 作者 
数值 计算 找到 了 稳定 的 定 态 , 以 及 定 态 失 稳 后 的 周期 和 混沌 振荡 状态 ,这 是 首次 在 
漂移 波 模型 中 观察 到 的 混沌 运动 . 遗憾 的 是 ,在 相 空 间 收 缩 得 很 慢 (y 很 小 ) 时 ， 这 
个 模型 给 出 的 模式 振幅 {a;)} 有 可 能 混沌 地 振荡 发 散 , 它 对 应 相 空 间 无 穷 远 处 的 一 
个 混沌 吸引 子 . 下 一 小 节 我 们 要 将 耗 散 的 漂移 三 波 模 型 (6-48) 推 广 到 与 离子 声波 
耦合 的 情形 ,在 这 个 新 模型 中 , 非 物理 的 发 散 将 得 以 克服 ,更 重要 的 是 , 它 显示 了 非 
线性 动力 学 理论 预言 的 向 混沌 转变 的 Ruelle-Takens 途径 . 


6.2.2 与 离子 声波 耦合 的 耗 散 漂移 三 波 和 向 混沌 转变 的 Ruelle-Takens 
途径 


让 我 们 从 方程 组 (6-28)? 出 发 ,建立 一 个 包括 与 离子 声波 耦合 的 效应 在 内 的 耗 
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散 三 波 相互 作用 模型 . 通过 磁力 线 小 的 平行 分 量 , 漂 移 波 % 与 离子 声波 J 卫 出现 耦 
合 , 除 线性 耦合 外 ,方程 中 的 非 线性 耦合 L%, 门 也 将 包括 在 三 波 模 型 中 .采用 与 前 面 
类 似 的 推导 方法 ,假设 #% 与 了 的 傅 里 叶 模式 分 别 有 式 (6-30) 和 (6-31) 的 形式 ,截断 
到 共振 三 波 后 十 城 十 护 一 0, 定义 漂移 三 波 位 相 之 和 a mai tata 以 及 漂移 波 与 
平行 流 模式 的 位 相差 6 二 a; 一 Bj ,可 导出 有 耗 散 时 漂移 波 与 离子 声波 耦合 的 三 波 相 
互 作用 由 下 面 的 方程 制约 5 

da; 


d ya; ^ kjb;sing; — ACF,cosa — G,sina)aa,, » (6-602) 
db; . 
uà «a; sind; + 2ALa,b,,.cosCa — 0, — 0,) — a,b,cos(a — 0; — 6) ]. 
(6-60b) 
a0; _ o; +; (2 2j cost, +t ACF;sina + G;cosa? Sm 
dt a a; 


J Jd } 


+ 2A[a;b,, sina — 0, — 6;) — a,b,sin(a — 0, — 6) ]/bj+ | (6-600) 


ce = Aw + 2, Ei cosg, + AD) C;sina +G, cosa) PH ; (6-60d) 
(j = 1.2.3) 

这 是 一 组 有 10 个 变量 {a;},{b;},{0,)} 和 a 的 封闭 非 线性 方程 组 ,类 似 于 系统 

(6-48) ,在 3 个 漂移 波 模 式 中 有 一 个 是 线性 增长 的 ( 思 盖 0), 另 外 2 个 线性 阻尼 


(ms <0) ,系统 的 能 量 靠 线性 增长 模式 从 外 部 泵 人 ,通过 线性 阻尼 模式 流出 , 其 他 
参数 与 前 面 一 样 , 要 求 满足 条 件 >P, 一 1G, 一 0 和 之 — 0. 
与 节 6.1. 2 中 哈密 顿 系统 一 致 ,定义 系统 (6-60) 的 相 体积 元 为 


3 
dV = 5] [ Cda? db? d8; de. (6-61) 
j=) 
它 随 时 间 的 变化 率 是 
l1avi_w yi a da, V, 1 8 doi, a d;J], 8 da _ 
Vd 3p as ^ dt 用 b, AU dt ) DB0， val da dt © 
(6-62) 


我 们 再 次 看 到 , 当 y=y Hyr ty: <0 时 , 相 体 积 V 以 不 变 的 速率 收缩 . 
能 量变 化 率 为 
DV oL S» D = Dra. (6-63) 
与 模型 (6-48) 类 似 ,系统 的 总 能 量变 化 率 dW/di 与 漂移 波 模式 的 线性 增长 和 阻尼 
率 有 关 , 不 过 在 内 部 能 量 交换 方面 2 个 模型 有 一 个 重要 差别 : 模型 (6-48) 中 能 量 
只 在 3 个 漂移 波 模 式 {$,) 之 间 交 换 ,而 在 模型 (6-60) 中 ,通过 波 矢量 在 平行 于 磁力 
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线 方向 上 的 分 量 {x;} ,能 量 可 以 从 漂移 波 模 式 { 罗 ) 流 向 离子 声 模式 (J;} ,或 者 反 过 
来 ,从 离子 声 模 式 流向 漂移 波 模 式 , 此 外 ,这 两 类 模式 还 可 以 通过 非 线 性 渠道 交换 
能 量 . 这 些 过 程 都 有 效 地 调节 了 漂移 三 波 的 能 量 , 在 数值 模拟 的 所 有 参数 范围 内 ， 
只 要 相 体 积 是 收缩 的 ,模型 (6-60) 都 没有 出 现 发 散 的 振幅 {aj CO ). 

数值 模拟 方程 组 (6-60) 观 察 到 了 不 同类 型 的 状态 ,如 渐 近 的 定 态 .周期 轨道 、 
二 维 环 和 混沌 态 , 图 6- 4 给 出 了 不 同 参数 下 3 个 典型 计算 结果 ,(a) 中 3 个 模式 的 
振幅 都 从 很 小 的 值 出 发 ,al 因 线 性 不 稳定 先 振荡 地 指数 上 升 ,随后 振幅 a ,as 开始 
增加 ,经 过 复杂 的 能 量 交换 过 程 ,3 个 模式 最 终 都 趋向 定 态 ;(b) 中 初始 条 件 设 在 系 
统 的 定 态 解 ,只 画 了 一 个 模式 , 它 失 稳 到 调制 振荡 ,轨道 最 终 落 在 了 一 个 二 维 环 上 ; 
在 (c) 中 的 参数 下 3 个 模式 振幅 的 轨道 都 是 渐 近 混沌 的 . 


lor " 
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图 6-4 在 不 同 控制 参数 下 与 离子 声 耦 合 的 耗 散 
漂移 三 波 系统 (6-60) 模 式 振幅 随时 间 的 演化 (无 量 纲 单位 ) 


模拟 的 结果 概括 在 二 维 参数 空间 的 状态 图 6-5 中 ,模拟 中 给 定 了 7;,y 的 值 ， 
故 横 轴 上 yy 增加 对 应 相 体 积 收缩 率 |7| 减 小 ,收缩 率 为 0 的 位 置 由 二 0 标 出 ;又 因 


为 存在 关系 Srey = 0, 纵 坐标 e 增加 对 应 模式 (8) 与 模式 {J} 之 间 的 辜 合 增强 . 
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图 6-5 在 参数 (y, os ) 空 间 中 系统 (6-60) 渐 近 解 的 状态 图 
(图 中 标 出 了 定 态 解 .周期 轨道 解 ,torus 1 和 torus 2 类 型 解 以 及 混沌 解 出 现 的 参数 区 ) 


在 图 6-5 上 画 出 了 渐 近 的 定 态 解 .极限 环 , 二 维 环 和 混沌 解 出 现 的 参数 区 ,其 
中 混沌 态 的 参数 区 用 阴影 标记 . 特别 地 ,模拟 观察 到 两 种 类 型 的 二 维 环 , 记 为 torus 
1 和 torus 2 ,它们 是 根据 频率 等 特征 加 以 区 分 的 . 

分 析 状 态 图 6-5 得 到 的 一 个 重要 结论 是 : 系统 (6-60) 的 运动 遵循 Ruelle- 
Takens 途径 向 混沌 转变 . 第 五 章 已 经 说 明 , 所 谓 Ruelle-Takens 途径 是 说 ,第 三 个 
独立 频率 的 出 现 将 破坏 二 维 环形 拓扑 ,直接 导致 运动 向 混沌 转变 ,方程 组 (6-60) 的 
动力 学 清楚 地 显示 了 这 个 途径 ,下 面 我 们 结合 状态 图 6-5 描写 该 系统 的 运动 向 混 
沌 转变 的 动力 学 . 

让 我 们 从 渐 近 定 态 解 开 始 ,在 图 6-5 中 它们 出 现在 耦合 强度 {ej)} 较 大 的 一 个 
U 形 参 数 区 内 ,这 时 两 类 模式 的 振幅 {a 5, EAMG) URSA a 
都 随时 间 : 趋向 常数 .在 与 U 形 区 紧邻 的 下 方 参数 区 中 找到 简单 的 极限 环 解 ,这 时 
各 个 变量 都 弛 豫 到 单 频率 的 周期 振荡 ,这 个 现象 提示 U 形 参 数 区 的 下 边界 对 应 一 
条 从 稳定 定 态 解 发 生 Hopf 不 稳定 性 的 分 岔 线 , 这 一 点 可 以 从 求解 方程 组 (6-60) 
的 定 态 并 分 析 其 稳定 性 得 到 证 实 ， 

将 系统 (6-60) 的 定 态 方程 写成 下 面 的 形式 

X= F(X) 一 0， (6-64) 
这 里 已 将 方程 组 (6-60) 右 边 统一 用 算 符 下 表示 ,X= (a;:5,,0 20 Cj —1,2:32. X 
(6-64) 是 有 10 个 变量 的 克 合 非 线 性 代数 方程 组 ,在 给 定 参 数 时 可 以 采用 牛顿 下 降 
法 迭代 求解 , 与 系统 (6-48) 一 样 , 它 的 稳定 定 态 [ 如 图 6-4(a) 的 渐 近 态 ] 也 是 一 个 
具有 定常 相差 的 同步 态 , 除 相同 步 的 漂移 三 波 外 ,漂移 波 模式 与 平行 流 模式 的 相差 
0; =a; — B, 也 分 别 是 常数 . 
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讨论 给 定 参 数 下 定 态 解 X 的 稳定 性 问题 的 方法 是 标准 的 ,假设 X= X^ + OX, 
由 此 得 到 关于 微 扰 5X 的 线性 化 方程 


SX = LOCO + àX. (6-65) 


AP OL 10x10 的 矩阵 , 它 的 矩阵 元 L; = OF. /OX) 依赖 于 定 态 解 X* 的 取 值 ,由 
于 系统 的 非 线 性 ,L(X*) 拥 有 非 零 的 非 对 角 元 素 , 假设 微 扰 随时 间 演 化 遵循 形式 
8XCG) —8X(0D e* ,从 式 (6-60) 得 到 本 征 方程 

| LCX*) — AL |= 0, (6-66) 
这 里 是 10X10 单位 矩阵 . 对 于 系统 (6-60), 定 态 方 程 (6-64) 、 微 扰 的 线性 化 方程 
(6-65) 以 及 矩阵 上 (X') 都 有 繁复 的 形式 ,但 推导 是 直接 的 ,这 里 不 再 给 出 . 

将 矩阵 L(X*) 对 角 化 ,可 求 得 它 的 10 个 本 征 值 入 (二 1,…，,10), 它 们 决定 定 
态 解 X 的 稳定 性 质 . 计算 表明 ,L 的 本 征 值 一 般 是 5 RY Sk He BA, =A, rial, 
改变 参数 (y ,x1) 计 算 不 同 定 态 解 X*(yi ,ri) 下 的 本 征 值 ,结果 证 实 ,图 6-5 中 U 形 
区 的 下 边界 正 是 定 态 解 发 生 Hopf 不 稳定 性 的 分 岔 线 , 记 为 分 岔 线 0. EIER O 
的 上 方 ,所 有 本 征 值 4 都 有 负 实 部 ,A 过 0, 而 向 下 越过 这 条 线 时 ,有 一 对 共 思 本 征 
值 的 实 部 变 为 正 值 ,X.". >0, 且 它 的 虚 部 大 小 与 数值 模拟 中 得 到 的 渐 近 周期 运动 
(periodic orbit) C, EE] 6-5 中 标注 有 “periodic orbit” 的 参数 区 ) 的 频率 符合 ,下 面 将 
这 个 失 稳 的 高 频频 率 记 为 w. 

参数 ( ,ri ) 继 续 改变 时 周期 运动 的 极限 环 失 稳 , 如 y, — 0. 122, —0. 65 时 高 
频 周期 振荡 被 一 个 低频 所 调制 [参考 图 6- 4(b)]. 运 动 流 形 的 拓扑 变 为 二 维 环 , 显 
然 ,极限 环 上 的 运动 在 参数 空间 中 遭遇 了 男 一 次 Hopf r2. 

根据 数值 模拟 结果 分 析 ,图 6-5 中 从 极限 环 向 二 维 环 转变 的 Hopi 分 岔 线 有 两 
条 ; Kp — RAM Or 0.05. 二 0) 出 发 , 像 舌头 一 样 向 上 伸 出 两 条 支线 ; 另 一 条 
£g JA Cy, ~0,xi 二 0) 出 发 ,向 右上 方 伸展 . 为 方便 叙述 ,我们 称 前 一 条 为 分 岔 线 1, 后 
一 条 为 分 岔 线 2. 

当 参 数 从 极限 环 区 越过 分 岔 线 1 时 ,有 一 个 极 低频 的 频率 出 现 , 它 调 制 了 以 高 
频 w 振荡 的 振幅 ,造成 了 如 图 6- 4(b) 中 高 频 振 划 的 包 络 , 这 一 类 运动 在 状态 图 
6-5 上 标记 为 torus 1. torus 1 运动 的 典型 谱 了 图 数 见 图 6- 6, 图 中 有 显示 高 频 o 和 
低频 w; 以 及 它们 的 拍 频 的 谱 线 (ww ). 

图 6-7 是 torus 1 类 型 吸引 子 庞 加 莱 截 面 的 一 个 例子 ,在 a(t) 二 x/2 fll 32/2 
处 截取 轨道 点 ,分 别 画 出 w CO ,as CO TES ai (0 的 函数 ,它们 各 形成 两 条 封闭 曲线 ， 
就 像 面包 圈 被 拦腰 一刀 留 下 的 两 个 切口 ,只 是 因为 了 到了 27 范围 内 的 主 值 ,切口 在 
,ai 一 0 Ab TE. 这 个 图 生动 地 揭示 出 流 形 的 二 维 环 拓扑 结构 ,虽然 系统 多 达 10 
个 变量 ,经 过 非 线 性 调节 ,吸引 子 轨道 洲 在 了 十 分 光滑 圆润 的 拓扑 环 上 . 
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参数 从 极限 环 区 越过 分 岔 线 2 时 ,出现 了 另 一 个 新 频率 ,相应 的 运动 流 形 也 是 
一 个 二 维 环 ,在 图 6-5 上 将 这 类 二 维 环 标注 为 torus 2. 图 6- 8 给 出 torus 2 类 型 解 
谱 函 数 的 一 个 特例 ,在 相应 参数 下 两 个 特征 频率 之 间 出 现 了 锁 频 , 其 中 与 图 6-6 
中 的 o 大 小 差不多 ,都 接近 分 命 前 在 极限 环 上 的 振荡 频率 ,但 另 一 特征 频率 却 明 
DATA 6-6 中 的 oy ;典型 地 在 图 6- 8 中 高 频 w 仅 数 倍 于 os. 图 6- 9 是 典型 的 
torus 2 类 型 解 的 庞 加 莱 截 面 , 截 取 方 法 同 图 6-7, 在 这 组 参数 下 ,因为 没有 出 现 
锁 频 , 庞 加 莱 截 面 图 上 也 显示 两 条 封闭 曲线 ,否则 截面 图 上 只 有 有 限 个 孤立 
BRA. 


« (w) 
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图 6-6 torus 1 类 型 解 的 频谱 图 6-7 torus 1 类 型 解 的 庞 加 莱 截 面 图 


a; 


图 6-8 torus 2 类 型 解 的 频谱 图 6-9 torus 2 类 型 解 的 庞 加 莱 截 面 图 


Hopf 4} 72% 1 和 2, 再 加 上 从 U 形 渐 近 定 态 解 区 的 Hopf 2p 45 £X 0, 这 样 ,在 
状态 图 6-5 上 已 找到 3 条 Hopf PBA. 仔细 观察 图 6-5, 可 以 发 现 , 从 U 形 区 的 
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稳定 定 态 解 出 发 ,相继 跨越 分 岔 线 0 和 分 岔 线 1 后 ,总 是 观察 到 torus 1 类 型 的 
解 , 相 继 跨越 分 岔 线 0 和 分 贫 线 2 时 ,总 是 观察 到 torus 2 类 型 的 解 ,而 如 果 同 时 
越过 0,1 和 2 这 三 条 分 岔 线 , 则 总 是 遇 到 有 混沌 解 的 阴影 区 . 这 个 结果 与 非 线 性 
动力 学 预言 的 向 混沌 转变 的 Ruelle-Takens 途径 符合 ,的 确 , 第 三 个 独立 频率 的 
出 现 破 坏 了 二 维 环 的 拓扑 稳定 性 ,直接 导致 了 运动 向 混沌 转变 . 

图 6-10 是 取 定 i 二 0.65 时 a CO B3 [8 HL DE E BR. y; OGRE 6-5 中 横向 线段 指 
示 的 路 径 ) 的 变化 ,图 (a) 中 力 =0.12, 显 示 典 型 的 单 周 期 运动 的 傅 里 叶 谱 ,只 出 
现 频率 w 及 其 谐 频 mo. Cm WF i 1 n Zi EO B8 36 £x E b H y, — 0. 122, eu 
应 在 二 维 环 上 的 双 周 期 运动 , 傅 里 叶 谱 中 多 出 了 一 个 极 低 的 频率 w URE 
的 拍 频 mos Enw: BIC) y =0. 139 中 一 个 新 的 独立 频率 ws A ; 
二 维 环 开 始 被 破坏 ,在 傅 里 叶 谱 中 3 个 频率 峰 仍 然 明 显 I SE D. nT RR 
景 ;进一步 增加 yi ,运动 迅速 变 得 混沌 ,如 在 图 (d) y,—0.2 中 出 现 了 很 宽 的 傅 里 
n. 


图 6-10 模式 振幅 an CO UTS ER y BI BE f Go 70. 65) 


图 6-11 是 固定 y, —0. 09 f a CO PEL AERE BE ue. GRE 6-5 中 纵向 线段 指示 的 
BE 45) 89 TEE EE Cao HB e 二 0.2654, 对 应 二 维 环 上 的 运动 有 两 个 独立 频率 w ,ws; 
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在 图 6-11(b) æ =0. 2638 和 (c) e —0. 2436 中 这 两 个 频率 变 得 可 约 ,分别 有 wi/ 
a» = 7/2 和 18/5, 这 是 二 维 环 暗 变 为 闭合 曲线 的 例子 ;在 图 6-11(d) i — 0. 2249 
中 一 个 极 低 新 频率 ws 依稀 可 辨 ,图 中 已 可 见 噪声 样 背景 ,在 继续 增加 到 x = 0. 
225 时 , 傅 里 叶 谱 突然 变 宽 , 说 明 这 第 三 个 独立 频率 的 出 现 使 运动 变 得 混沌 .图 6-10 
和 图 6-11 这 两 组 结果 都 有 力 地 支持 系统 的 运动 遵循 向 混沌 转变 的 Ruelle-Takens 


途径 . 


a (@) a, (w) 


y, 7 0.09 
kK, = 0.2638 


nit. 


(b) x, = 0.2638 


yı = 0,09 
k, = 0.2249 


(€) x, = 0.2436 (d) x, = 0.2249 


图 6-11 模式 振幅 a (2 的 频谱 随 参数 x 的 变化 (yi —0.090 


图 6-12 是 计算 最 大 Lyapunov 指数 o MAR. Aa) yi =0. 122.0, =0. 65, 
对 应 双 周 期 运动 ,o 随时 间 逐 渐 趋 于 0, 图 (b) 是 y= 二 0.09,xk 二 0.16, 对 应 混沌 运 
动 ,o 趋向 有 限 的 正 值 ,说明 在 第 三 个 独立 频率 出 现 后 运动 确实 变 得 混沌 . 

在 运动 中 有 多 个 频率 同时 出 现时 ,常见 的 一 个 现象 是 锁 频 .在 二 维 环 上 两 个 频 
率 出 现 锁 频 时 ,运动 暗 化 为 单 周 期 运动 ,在 图 6-11(b),(c) 中 己 看 到 在 torus 2 上 锁 
频 的 例子 . 锁 频 可 以 在 很 宽 的 参数 范围 内 发 生 , 图 6-13 固定 y, 一 0.09, 计 算 torus 
2 上 两 个 特征 频率 之 比 wi /ws 随 耦合 强度 ri 的 变化 ,由 图 可 见 它们 的 比值 先后 锁 
定 在 整数 比 18/5,17/5 和 7/2. 

类 似 的 锁 频 现象 在 自然 界 极为 普遍 ,甚至 在 人 体 上 就 可 观察 到 . 人 体 是 一 个 高 
度 非 线 性 的 耗 散 系 统 ,存在 着 许多 特征 频率 ,例如 ,呼吸 和 心跳 各 有 自己 的 节律 , 它 
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y, = 0.122 
x, = 0,65 


9 ! 5x10 
(a) y 7 0.122, x, = 0.65 (b) y, = 0.09, x, = 0.16 


图 6-12 最 大 Lyapunov 指数 ol 无 量 纲 单 位 ) 随 时 间 的 演化 


图 6-13 TE torus 2 类 型 环 上 运动 的 两 个 特征 频率 之 比 wi /wz 随心 的 变化 (yi = 0.09) 


们 (通过 大 脑 ) 相 互 耦合 ,实验 研究 发 现 ,这 两 个 运动 节律 之 间 常 常 发 生 锁 频 . 如 在 
有 关 的 一 个 实验 中 被 测试 者 处 于 自然 呼吸 状态 "” ,在 另 一 个 实验 中 被 测试 者 根据 
指示 灯 按 一 定 节律 呼吸 67 ,两 组 实验 都 发 现 了 心跳 频率 和 呼吸 频率 时 常 锁 在 整数 
比 平台 附近 ,如 3/2,5/2,7/3, 后 者 还 观察 到 了 锁 频 的 Arnol'd 舌头 . 还 有 研究 揭示 
出 脑 部 不 同 区 域 活动 之 间 以 及 脑 区 的 活动 与 肌 电 活动 之 间 都 可 以 出 现 相 同步 ,位 
相差 的 取 值 在 统计 意义 上 有 一 定 的 偏好 !…” . 

除 模型 (6-60) 外 ,更 早 些 时 候 在 一 个 驱动 中 性 流体 的 理论 模型 中 也 观察 到 了 
向 混沌 转变 的 Ruelle-Takens 3& £60", 这 个 途径 还 得 到 了 不 少 物理 实验 的 支 
持 ,如 在 第 五 章 中 曾 提 到 ,以 水 银 为 介质 的 Rayleigh-Benard 对 流 在 强 磁场 条 件 下 就 
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观察 到 了 简单 周期 振荡 失 稳 到 二 维 环 、 再 因 第 三 个 独立 频率 的 出 现 而 变 为 混沌 运 
动 的 例子 , 见 图 5-9. 在 漂移 波 实 验方 面 ,德国 的 一 个 小 组 在 一 个 装置 上 观察 到 了 
35d EERUE CU ,通过 测量 等 离子 体 密度 .空间 电荷 势 等 场 量 的 时 间 演 化 ,计算 出 
相应 的 功率 谱 和 相 空间 吸引 子 ,证实 了 波动 向 混沌 转变 的 Ruelle-Takens 途径 ,在 
图 6-14 上 可 以 清楚 地 看 到 参数 变化 时 场 量 在 相 空 间 中 的 极限 环 `. 二 维 环 和 混沌 运 
动 状 态 ,其 间 还 出 现 了 锁 频 现象 . 实验 研究 不 像 理 论 上 那样 可 从 方程 计算 轨道 ,图 
中 吸引 子 是 利用 延迟 时 间 岩 人 (delayed time embedding) 进行 相 空 间 重 构 (phase 
space reconstruction) 74 4 Bg , @ SAKA TY YL 3c [182 ]. 
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图 6-14 ” 弱 油 漂移 波 的 实验 结果 ( 引 自 文 [38]) 
(第 1,3 行 给 出 了 密度 振荡 在 相 空 间 中 的 吸引 子 和 时 间 演 化 曲线 ,第 2,4 行 是 相应 的 谱 密度 图 ) 


这 个 实验 小 组 还 在 另 一 个 装置 上 观察 到 了 强 油 漂 移 波 -*- ,不 过 该 文章 并 没有 
提 及 向 强 滑 转变 的 途径 ,看 来 Ruelle-Takens 途径 比较 成 功 地 解释 了 弱 汗 的 起 因 ， 
但 没有 证 据说 明 它 也 是 强 庙 发 生 的 机 制 . 

事实 上 ,采用 波 - 波 相 互 作 用 模型 研究 非 线 性 波 的 动力 学 ,在 理论 上 会 遇 到 一 
个 不 能 回避 的 问题 : 一 个 简化 到 只 有 几 个 共振 模式 的 模型 , 它 的 动力 学 能 够 代表 
依赖 于 时 间 和 空间 变量 的 波动 系统 的 情形 吗 ?” 原则 上 波动 系统 包含 了 无 穷 多 个 随 
时 间 演 化 的 模式 ,即使 考虑 到 极 短波 模式 的 能 量 被 粒子 热 运动 所 耗 散 ,实际 上 起 作 
用 的 模式 不 会 有 无 穷 多 ,但 波 - 波 相互 作用 模型 毕竟 还 是 过 于 简化 了 . 在 非 线性 波 
动 系统 中 ,每 一 个 模式 都 可 能 与 许多 模式 形成 共振 的 模 - 模 耦 合 过 程 , 如 二 次 非 线 
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性 下 的 共振 三 波 , 若 把 每 个 这 样 的 过 程 看 做 是 系统 的 一 个 “细胞 ” ,那么 能 量 有 可 能 
通过 公共 模式 在 “细胞 ” 闻 转 移 ,传递 到 更 多 的 空间 尺度 上 . 强 注 正 是 这 样 的 涉及 了 
大 量 不 同 空 间 尺 度 的 运动 ,在 强 满 的 发 展 中 能 量 从 大 尺度 向 小 尺度 级 联 , 最 后 形成 
了 有 和 需 率 分 布 的 波 数 谱 , 像 三 波 这 样 的 只 有 几 个 特征 空间 斥 度 的 模型 ,是 不 可 能 用 
以 讨论 强 庙 中 的 能 量 级 联 问题 的 . 为 分 析 强 注 动 力学 ,引进 空间 变量 非常 必要 , 例 
T RSOTIGI T SPEED AR OPI RSA". 在 探索 依赖 于 时 空 变 量 的 非 
线性 系统 之 前 ,让 我 们 先 介绍 文 [183j 作 者 的 男 一 个 思路 ,他 们 在 耦合 波 - 波 相互 作 
用 模型 的 基础 上 ,考虑 了 模式 的 空间 展 宽 ， 用 这 种 方法 部 分 地 加 入 了 空 E 间 效 应 ,并 
以 此 讨论 能 量 级 联 现象 . 
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在 节 6. 1. 1 中 知道 ,共振 三 波 作 为 二 次 非 线 性 的 元 过 程 , 它 可 以 表现 为 一 个 可 
积 的 保守 哈密 顿 系统 ,能 量 在 3 个 模式 之 间 转 移 回 归 . 在 实际 的 非 线性 波 中 ,有 无 
数 这 样 的 过 程 , 通 过 公共 模式 耦合 ,部 分 能 量 将 可 能 被 转移 出 原来 的 共振 三 波 . 文 
[183] 考 虑 了 由 4 个 波动 模式 (Kk kk ,ki) 组 成 的 系统 ,它们 满足 下 面 2 个 共振 条 
件 
k, =k, +k;, ki — ko — ks. 

Qu, = h, toer Ar, = h, — A,» (6-67) 
允许 模式 间 有 频率 失 庶 .= 一 Cr FO, 一 QQ RB kok 是 2 个 三 波 过 程 的 公共 
模式 . 文章 讨论 了 模式 复 振幅 {A "IM 2, 3, 4) 演 化 满足 的 耦合 方程 组 ,发 现 2 个 
= PEARL HG OER ORE BATT BE. 

这 里 重点 介绍 文中 讨论 的 另 一 个 效应 . 考虑 因 受 到 空间 非 均匀 扰动 ,模式 复 振 
幅 {A;} 出 现 了 空间 展 宽 , 用 侍 里 叶 展 开 将 其 表示 为 


N/2 


Aj(ast) = >) a, (We, (6-68) 


n=—N/2+1 


式 中 N 为 偶数 ,n 一 0 的 项 代表 模式 A, (zx,1) 空 间 均匀 的 部 分 , 非 零 的 oy HE 
Ai(z,D 展 宽 成 一 个 波 包 . 设 波 包 以 群 速度 v, 运动 ,将 它们 满足 的 耦合 非 线性 方程 
写 做 

a4， dA, 


Abu, AAA (6-69a) 
9^: Fu oA. =—A,A; —rA( A, (6-69b) 
ot ? Ox 

oA; | 9A; = id; Ag —A,A? , (6-69c) 


Ot “s ar 
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OA, Lv oA 
at " ar 
其 中 7 为 看 合 强 度 .方程 组 (6-69) 是 一 个 保守 系统 , 它 可 以 从 一 个 哈密 顿 密度 旺 数 
导出 , 4 r—0 时 ,系统 是 可 积 的 共振 三 波 (4A, ,4:,A;, ) 哈 密 顿 和 一 个 独立 的 线性 波 
Aysr 40 时 ,模式 A BAHAR A. 
假设 在 没有 空间 非 均匀 扰动 时 系统 的 背景 状态 为 
A G =0) = 7/40, (6-70a) 
a; (t=0)=0, (j = 2,3,4) (6-70b) 
这 里 .7 是 个 复 常数 .这 就 是 说 ,未 扰 初 态 只 有 模式 /一 1 MSH ORE 
非 零 的 . 现 假设 初始 时 这 个 空间 均匀 背景 受到 小 扰动 
A, (r.t) =a, Me™ +a, Me™, (6-71) 
这 里 a 是 一 定 频率 的 小 幅度 振荡 ,有 a, e Alla, [Kl RE eto EE 
aj A, 就 是 空间 非 均匀 的 . 计算 在 这 样 的 初始 假设 下 系统 (6-69) 的 演化 ,观察 能 量 
能 否 出 现 向 小 尺度 转移 的 现象 . 
为 此 ,定义 平均 波 数 


N 4 N 4 2 
ANS [Sw la P/V rae (6-72) 
nel gt 271 471 - 


这 里 N 是 计算 中 采用 的 模式 总 数 ,因为 以 模式 振幅 加 权 , VON?) ROT 
较 多 能 量 的 运动 模式 处 在 什么 波 数 范围 
先 讨论 空间 均匀 挑动 的 情形 ,这 时 14,} 只 包含 js 模式 , 即 

A, Cr,0 = a; (t), (6-73) 
方程 组 (6-69) 退 化 为 一 个 与 空间 变量 无 关 的 时 序 系统 . 研究 表明 ,此 时 位 相 失 谐 对 
系统 的 动力 学 有 重要 影响 ,在 给 定 其 他 参数 下 , 当 频 率 失 谐 d =0 WY. ICRA G8 
度 ~ 取 什么 值 ,系统 都 是 可 积 的 ,而 随 d 增 大 运动 从 有 规 变 得 混沌 .如 ~ 王 1 时 ,对 
应 8 一 0.0001 ,耦合 三 波 的 运动 完全 是 有 规 的 ,而 对 应 2 =0.1, 运 动 变 得 混沌 , 且 
混沌 的 程度 随 耦 合 强度 r 增加 而 增加 . 在 混沌 状态 下 原来 可 积 系统 的 拓扑 环 已 被 
破坏 ,不 过 空间 均匀 的 扰动 (6-73) 并 未 增加 系统 的 自由 度 , 运 动 仍 被 约束 在 2X4 
维 相 空间 中 ,不 可 能 出 现 能 量 向 更 小 尺度 的 转移 . 

再 考虑 x 关 0 时 形式 为 式 (6-71) 的 空间 非 均 匀 扰 动 ,在 这 样 的 扰动 下 系统 
(6-69) 的 运动 获得 了 更 多 的 自由 度 , 那 么 能 量 是 否 因 此 可 以 在 更 高 维 的 相 空 间 中 
流动 呢 ? 文章 发 现 ,能 量 能 否 出 现 级 联 与 在 同样 参数 下 受到 空间 均匀 扰动 (6-73) 
时 的 时 序 子 系统 的 运动 状态 密切 相关 , 当 子 系统 的 运动 有 规 时 ,并 没有 出 现 能 量 向 
小 尽 度 转移 的 趋势 ,只 有 子 系统 运动 混沌 ,能 量 才能 向 小 尺度 级 联 , 如 在 图 6-15 
中 ,> 一 1 时 ,在 小 频率 失 谐 8 =0. 0001 时 (对 应 时 序 子 系统 有 规 运 动 ) ,平均 波 数 


L= 10, Ay | rÀ Âp. (6-69d) 


144 第 六 章 ” 波 - 波 相互 作用 


VN 几乎 一 直 为 0; 而 在 大 频率 失 谐 0s — 0. 1 时 (对 应 时 序 子 系统 混沌 运动 )， 
V ONT > 随时 间 持 续 上 升 , 仅 伴 有 小 幅 振 葛 ,表明 能 量 逐 渐 向 小 尺度 转移 . 


(r7 1.0, & 70.1) 


- 
(r7 08,8, 70. 


(r= 1.0, 8, = 0.0001) 


0 5000 10 000 15 000 20 000 
time (JO SA PATE) 


图 6-15 空间 展 宽 的 波 - 波 相互 作用 系统 (6-69) 中 平均 波 数 VON 随时 间 的 演化 
(ala x C182 

该 文 作 者 认为 ,这 个 结果 表明 , 相 空 间 中 的 低 维 时 序 子 系统 就 像 一 个 热源 ,可 
以 把 能 量 输送 到 它 所 能 人 的 高 维系 统 的 其 他 自由 度 上 去 , 当 子 系统 运动 有 规 时 , 没 
有 热量 可 供 利用 ,而 当 子 系统 运动 混沌 时 , 它 拥 有 充足 的 热量 向 越 来 越 小 的 尺度 传 
送 .此 外 ,可 利用 的 热量 与 子 系统 的 混沌 程度 有 关 , 混 沌 程度 越 高 ,在 空间 非 均 匀 拢 
动 下 热量 就 更 快 地 向 小 尺度 转移 ,如 图 6-15 PÆ r=0. 8,8, =0. 1 时 ,平均 波 数 
V NPETE E TER XE BE EG r= 1.0: 0. 1 时 为 慢 , 这 与 前 者 对 应 混沌 程度 较 低 的 
TEX. 

这 个 模型 似乎 给 人 以 希望 , 它 将 由 空间 均匀 模式 构建 的 波 - 波 相互 作用 看 做 是 
冬 在 更 高 维 的 相 空间 中 的 一 个 内 核 , 空 间 非 均匀 扰动 的 小 太 度 模式 从 内 核 汲 取 热 
量 , 与 内 核 中 那些 只 能 在 低 维 相 空间 中 运动 的 模式 相 比 ,它们 是 一 些 活跃 的 模式 ， 
能 够 更 自由 地 在 高 维 相 空间 中 流动 和 进行 能 量 交换 ,并 在 一 定 条 件 下 出 现 能 量 
级 联 . 

因为 部 分 地 引入 了 空间 变量 ,模型 (6-69) 为 能 量 级 联 提供 了 无 穷 维 的 相 空 间 ， 
美中不足 的 是 ,在 图 6-15 中 能 量 级 联 的 演化 曲线 总 体 上 时 持续 上 升 的 态势 ,只 有 
小 幅 振荡 , 若 不 是 受到 计算 中 所 采用 的 模式 总 数 N 的 限制 ,系统 能 量 似乎 将 不 断 
地 向 波 数 越 来 越 短 的 模式 上 堆积 : 若 计算 运 动 的 谱 函 数 ,它们 必定 有 较 罕 的 峰 , 且 
峰值 频率 一 定 不 断 向 高 波 数 方向 移动 . 这 显然 不 符合 从 实际 流体 滑 流 得 到 的 图 
像 ,充分 发 展 汕 流 的 能 谱 有 很 宽 的 惯性 区 ,那里 谱 强度 随 波 数 增加 以 宪 率 形式 
TE. 

只 有 讨论 空间 延展 系统 中 非 线 性 波 的 动力 学 , 才 有 可 能 理解 诸如 能 量 级 联 这 
类 强 沸 流 中 的 特有 现象 . 我 们 知道 ,一 个 空间 延展 系统 有 无 穷 维 的 相 空间 ,关于 非 
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线性 波 在 这 个 相 空 间 中 的 运动 ,模型 (6-69) 为 我 们 构建 了 这 样 一 个 图 像 : 时 序 系 
统 的 均匀 模式 被 约束 在 高 维 相 空间 的 一 个 低 维 子 空间 中 ,形成 一 个 相对 “ 呆 清 "的 
内 核 ,大 量 活跃 模式 扰动 这 个 内 核 并 从 中 汲取 能 量 . 我 们 通过 对 实际 非 线性 波 方程 
动力 学 的 深入 分 析 , 得 出 了 不 尽 相 同 的 图 像 . 在 恰当 的 运动 坐标 系 中 观察 所 获得 的 
这 个 图 像 中 ,也 有 活跃 模式 这 个 不 可 缺少 的 因素 ,它们 负责 能 量 在 不 同 尺度 间 转 
移 ; 如 果 说 该 图 像 中 也 存在 一 个 被 活跃 模式 扰动 的 内 核 的 话 , 那 么 这 个 内 核 只 是 高 
维 相 空间 中 的 一 个 不 动 点 ,一 个 非 平凡 的 不 动 点 .读者 可 能 会 问 , 一 个 不 动 点 根本 
不 可 能 成 为 一 个 热 库 , 它 对 活跃 模式 能 起 什么 作用 呢 ? 我 们 将 说 明 , 对 空间 延展 系 
统 来 说 ,这 个 不 动 点 对 应 着 真实 空间 中 的 一 个 (运动 着 的 ) 结 构 , 这 些 由 模式 黏 在 一 
起 运动 形成 的 结构 就 像 一 个 空间 势 ,影响 着 那些 活跃 模式 ,并 与 它们 共同 造就 了 非 
线性 波 千变万化 的 时 空 斑 图 . 下 一 章 我 们 将 揭 开 新 的 一 页 ,说 明 这 个 图 像 是 怎样 逐 
步 建立 起 来 的 . 
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如 果 在 一 定 条 件 下 非 线 性 波 只 有 少数 模式 被 激发 , 它 的 运动 有 低 维 相 空 间 ， 
波 - 波 相 互 作用 模型 是 一 个 不 错 的 近似 ,但 在 大 多 数 情况 下 , 它 并 不 是 非 线性 波 的 
动力 学 的 理想 模型 . 这 类 模型 最 大 的 缺憾 在 于 , 它 不 能 告诉 我 们 在 坐标 空间 中 无 穷 
多 个 波动 模式 是 如 何 自 组 织 的 . 例如 ,第 五 章 中 曾经 提 到 ,在 依赖 于 时 间 和 空间 的 
系统 中 ,模式 可 能 “ 黏 在 一 起 "运动 ,形成 空间 相干 的 结构 ,如 孤立 子 . 激 波 以 一 定 的 
群 速度 运动 , 涡 旋 波 则 一 边 以 一 定 的 角速度 旋转 ,一 边 以 一 定 的 群 速度 前 进 , 用 波 - 
波 相互 作用 模型 不 可 能 讨论 这 类 问题 . 

既然 模式 有 自 组 织 形 成 空间 相干 结构 的 倾向 ,一 个 更 重要 的 问题 是 : 这 些 相 
干 结构 稳定 吗 ? 它们 能 否 经 得 起 扰动 ? 经 验 告诉 我 们 ,有 一 些 自然 形成 的 结构 是 
不 稳定 的 ,例如 在 一 个 有 限 大 小 的 底面 上 慢 慢 地 添加 沙子 ,这 些 沙子 会 堆积 成 一 定 
形状 的 沙 堆 , 当 沙 堆 到 了 某 个 高 度 ,再 继续 添加 哪怕 很 少 的 沙 粒 , 它 都 会 出 现 各 种 
斥 度 的 抽 塌 , 说 明 沙 堆 存 在 一 个 不 稳定 的 临界 结构 状态 . 在 理论 物理 中 , 沙 堆 问题 
是 讨论 自 组 织 临界 性 (Cself-organized criticality, SOC) 的 典型 模型 居 .在 波动 系统 
中 ,相干 的 波动 结构 对 扰动 如 何 响应 ,它们 在 扰动 下 能 不 能 保持 稳定 ,同样 是 一 个 
重要 和 有 兴趣 的 问题 . 

组 成 相干 结构 的 模式 由 于 ”" 黏 在 一 起 "运动 已 经 变 得 不 再 活 牙 ,设想 一 个 相干 
结构 受到 扰动 ,扰动 模式 没有 被 忒 在 相 于 结构 中 ,仍然 保持 活跃 ,不 过 , 它 的 运动 不 
可 能 不 受到 相干 结构 的 影响 . 想象 一 下 沙漠 中 的 情形 ,沙子 在 风力 作用 下 自 组 织 
一 排 排 沙 丘 , 此 时 若 再 有 随 风 疆 来 的 散在 沙 粒 滩 落 其 上 , 沙 粒 的 运动 必然 要 受到 沙 
丘 的 加 速 或 减速 . 模式 当然 不 是 沙 粒 ,它们 是 空间 延展 量 , 黏 在 一 起 形成 的 空间 结 
构 还 常 以 一 定 的 群 速度 运动 (其 实 沙丘 也 在 缓慢 移动 ) ,不 过 在 一 定 意义 上 我 们 仍 
然 可 以 作 这 样 的 类 比 : 假设 在 空间 中 已 存在 由 模式 架构 起 的 相干 定 态 波动 (如 果 
方程 允许 这 样 的 解 , 理 论 上 总 可 以 把 这 个 解 设 定 为 初始 状态 ), 当 活路 模式 作为 执 
动 进入 系统 ,就 像 散在 的 沙 粒 落 到 沙丘 上 ,它们 的 运动 一 定 也 会 受到 这 个 相干 结构 
的 影响 . 在 与 相干 结构 作用 的 同时 ,这 些 扰动 模式 又 将 怎样 自 组 织 呢 ? 

诸如 波动 模式 如 何 架构 起 相干 结构 以 及 活跃 模式 如 何 受 它们 的 影响 这 些 效 
应 ,只 有 在 考虑 了 空间 变量 以 后 才 有 可 能 讨论 . 在 此 后 的 儿童 中 ,我 们 将 试图 探讨 
这 些 问 题 . 本 章 先 重点 介绍 非 线性 波 方 程 的 相干 波动 解 以 及 非 相 干 波 动 解 的 一 些 
现象 ,包括 保守 及 有 了 驱动 和 耗 散 的 情形 . 保守 的 非 线性 波 方程 的 定 态 波 解 常常 可 以 
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用 解析 方法 漂亮 地 得 到 ,不 过 这 并 不 意味 着 这 些 解 对 扰动 一 定 是 稳定 的 . 对 于 保守 
系统 来 说 . 定 态 波 解 的 稳定 性 取决 于 相应 非 线 性 波动 方程 是 否 可 积 , 而 方程 的 可 积 
性 又 与 它 的 解 在 复 平面 上 奇 点 的 性 质 有 关系 . 与 保守 系统 中 的 情形 类 似 , 许 多 有 耗 
散 的 非 线 性 波 方程 也 有 空间 相干 的 定 态 波 解 . 在 模拟 一 些 非 线性 波动 方程 时 发 现 ， 
它们 的 (稳定 和 不 稳定 的 ) 定 态 波 解 在 参数 空间 中 高 度 有 组 织 , 特 别 是 ,在 一 个 非 线 
性 漂移 波 模 型 中 观察 到 ,出 现 灌流 解 的 参数 区 与 一 类 不 稳定 相干 波动 解 存 在 的 参 
数 区 密切 相关 ,这 个 现象 为 分 析 汕 流产 生机 制 提 供 了 十 分 重要 的 线索 . 


S7.1 保守 系统 


在 实际 系统 中 观察 到 的 空间 相干 结构 现象 .已 从 一 些 非 线性 波动 方程 的 解 得 
到 解释 .在 第 二 章 中 曾 提 到 KdV 方程 的 孤立 子 解 ,在 数学 上 它 可 以 用 道 散射 
(inverse scattering) 方 法 求 出 . 逆 散 射 是 相对 于 散射 而 言 的 ,在 量子 力学 问题 中 ,对 
于 给 定 空间 势 阱 ,人 们 可 以 找到 它 引 起 波 函 数 散射 的 数据 , 道 散射 方法 则 是 在 已 知 
散射 数据 时 , 反 过 来 求 这 个 空间 势 ( 方 程 的 解 ) ,这 就 好 比 从 一 个 客体 作 机 械 振动 所 
发 出 的 所 有 声音 信息 .如 每 个 频率 的 能 量 或 振幅 ,来 寻找 出 该 客体 的 形状 . 空间 
相干 解 与 “ 势 " 这 个 概念 真有 不 解 之 缘 . 在 逆 散 射 方法 和 后 面 关 于 非 线 性 波 的 动力 
学 分 析 中 ,我 们 都 会 看 到 它 的 身影 . 


7.1.1 空间 局 域 化 和 非 局 域 化 的 相干 波动 解 


除 孤 立 子 那样 的 空间 局 域 化 的 相干 结构 外 ,流体 系统 中 更 常见 的 相干 结构 有 
波 列 形状 ,如 海洋 中 一 排 排 波浪 ,波形 光滑 形状 不 变 , 且 以 一 定 的 群 速度 运动 . 许多 
韭 线性 波 方 程 都 有 这 样 空间 周期 变化 的 定 态 波 解 ,本 书 中 称 之 为 孤立 波 (solitary 
wave) 解 ,以 区 别 于 空间 局 域 化 的 白 立 子 解 ， 

其 实 ,孤立 子 解 是 孤立 波 解 在 空间 周期 趋 于 无 穷 长 时 的 极限 情形 ,让 我 们 以 下 
面 的 方程 为 例 来 说 明 这 一 

9? , 9*3 LI EM 99 | -a= 


rda 


ot ator’ ^ar ^ac 
a=0 时 ,上 式 是 KdV 方程 (3-13) .0—0 时 . 它 是 一 维 非 线性 漂移 波 方程 (3- 460. 
里 我 们 在 各 项 前 分 别 加 了 可 调 系数 a.b,c.f. 
让 我 们 寻找 具有 行 波形 式 $(&) 的 空间 相干 解 , 其 中 =x 一 wi, 此 时 方程 (7-1) 
暗 化 为 关于 变量 的 常 微分 方程 


d$ , d 
de^ (0 ua) e 


0. (7-1) 


u 


$, de ~ d$ — 7 
yore arr 0. (7-2) 


积分 一 次 ,得 到 
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I pas 
2 (u— c fe +o 
ce = 2 , (7-3) 
& b — ua 
方程 两 边 乘 以 dé/de. FA^ ORE 
*o 
re l b — ua 7 
E $ [s €; - 269 (u — 09 — f93 /3" (7-4) 
AP ,cs 是 积分 常数 ， 
将 式 (7- 4) 改 写 做 
(7-5) 


— f ( E y= PCED dé 

A 3G — ua E So Fie /($—4$4.$—$)20$— 6) 
EREHE ARER LHR 9,.9,.6, 是 三 次 方程 , 即 一 /4 /34 Qu 0 B+ 
2cg+cz 一 0 的 3 个 根 , 满 足下 面 的 关系 
多 十 名 十 多 


从 式 (7-3) 可 见 , 如 果 将 £ 视 为 时 间 变 量 ,$ 就 好 像 是 在 势 阱 中 运动 的 一 个 粒 
子 , 这 类 势 阱 称 为 Sagdeev 势 , 这 里 有 三 次 医 图 数 的 形式 


pop b.)($— $906 — 4). (7-7) 


图 7-1 £3 H BRR V C B] — PE. 


3Cu — c) 
= 一 一 一 一 ， (7- 6) 
f 


VOD = 


Vt) 


图 7-1 Sagdeev 势 V($) 示 意图 


HB $,.4,.9 E eR RV GO Is SCRI 3 个 交点 ,它们 满足 下 面 的 关系 : 


-NY 12(56— ua) ' 


3007-5) EUM € HEROS d KREIRA "Cc IE ERG LG LU. Bb e 变化 的 显 式 解 . 
RELLA SESSELCULLIZACEDLDELIELDLPREE 
们 是 


C 
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CD 在 $< 和 范围 内 的 解 是 
be o cA cse G eL o]. 


ne 21D) (7-9) 
(2) fg $ $xzo, 范围 内 的 解 是 
PD = $ — (4, psn (c Elg). (7-10) 
(3) f£ $,- $$ 范围 内 的 解 是 
CE) = $, — (6 sn (ec. E! po. (7-11) 
C4) TE $ «4 范围 内 的 解 是 
&) = $ — fso (ec El gq) (7-12) 


1—sn(c êlo ' 
上 面 各 式 中 sie. O & FEAT EEG BL PE CL TIE p,g 分 别 为 


p= Lot, q= — (7-13) 
ae wes ee di (7-90 ~ (7-12) PO C8, 4,. 9. 受到 关系 (7-6) 和 (7-8) 的 约 
Be AIL ioc. A RE XE eg D S prp Meu 构造 出 (7-9) 一 (7-12) 形 式 的 中 
数 ,那么 只 有 当 方 程 (7-1) 的 各 个 系数 满足 相应 的 约束 条 件 ,它们 才 是 方程 的 解 , 换 
句 话 说 ,这 时 方程 的 系数 不 能 完全 独立 选取 . 
让 我 们 分 析 在 上 < 名 范围 内 的 解 (7-10) ,这 是 一 个 孤立 波 类 型 的 解 . 在 第 
六 章 中 已 经 知道 , 宗 量 为 (0 和 go<1) 的 椭圆 函数 sn(x1g) 有 周期 AK (gq). 这 里 
K(gq) 是 完全 椭圆 积分 .由 此 可 以 计算 出 孤立 波 解 (7-10) 的 轨道 周期 . 在 9 一 0 BERG 
圆 函数 sne E)—sin(e. 旨 , 不 过 此 时 波动 幅度 (名 一 如) 一 0, 因 此 qd=0 对 应 的 是 一 
个 具有 有 限 大 小 的 振动 频率 但 振动 幅度 为 0 的 状态 ,这 与 单 摆 静止 时 的 平衡 态 十 
分 相似 . 
图 7-2 给 出 孤立 波 解 (7-10) 的 时 间 行 为 随 9 值 的 改变 ,由 图 可 知 , 随 g 值 增加 
从 (a) 到 (c) 运 动 周期 不 断 加 长 , 随 波 动 幅度 增 大 波形 逐渐 偏离 4 一 一 0 时 的 正弦 平 
方形 状 .提示 分 波 频 率 渐次 增强 ;最 后 ,在 q1 时 snie- 2 —sechtc £) . Ja] HAYS am 
18 3:23 KK JI sr Ui f C7 - 100 E p n PE CE] OR T f 
$,(£) = $, + (4, — $,)sech’ Ce £), (7-14) 
这 是 一 个 空间 局 域 化 的 解 . 其 形状 可 参考 图 7-5 中 的 实 线 . 波 的 能 量 聚 集 在 很 小 的 
空间 范围 . 
图 7-3 中 的 实 线 给 出 孤立 波 解 (7-10) 的 相 图 ,dg。(&)/dé 作为 $4 和 的 函数 ,图 
中 取 定 p, Fe, ,改变 多. 2 p, = 9. E gq 二 0) 时 轨道 是 相 图 上 的 一 个 孤立 点 , 随 着 多 
增加 ( 即 g 增加 ,这 个 孤立 点 发 展 成 越 来 越 大 的 孤立 波 周期 轨道 ,它们 的 运动 被 约 
xe 6, 56, 之 间 的 势 阱 中 (参考 图 7-Dsdk $$ CHI q— D BE. JE UE AE I DAI 
有 无 穷 长 空间 周期 的 孤立 子 解 (7-14) ,在 相 图 7-3 上 它 是 一 条 包围 那些 周期 轨道 
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的 同 宿 轨道 [参考 图 4-5 (bo ] ,在 后 > 一 c2 时 从 同 宿 点 (名 ,0) 出 发 ,在 和 ~ 十 cc 时 又 
回 到 这 一 点 ， 


"I q = 0.35 (a) 
S oor 
AVAVAVAVAVAVAVA 
osp 4-087 (b) 
= 0.10F ÁN /A VO N 
> gosh / \/ X ave / up 
aN 1 1 / 4 1 V = 0 
El 
osh q 0.95 (c) 
2 0.10F FN 
? oos V | 
9 L 1 一 上 L 4 i 上 4 上 1 n L ^ 
0 2n 4n on $ 内 
cŠ Pa 
E] 7-2 ^f q E F Dar ik E 6, CO) 图 7-3 孤立 波 解 fo (E) BER EI 
[ 式 (7-10)] [ 式 (7-10) 为 实 线 和 式 (7-11) 为 虚线 ] 


在 图 7-3 中 还 给 出 了 (#,$. 范围 内 的 解 (7-11) ,用 虚线 表示 . 图 7-4 中 则 同时 
夯 出 了 (7-10) 和 (7-12) 这 两 组 解 ,在 ($8., 吕 ) 范 围 内 的 解 (7-12) 的 幅度 可 以 变 得 
很 大 . 


1 " 1 L n 1 " Lom 


9, Q 


oN 


图 7-4 孤立 波 解 加 (8)[ 式 (7-10) 和 式 (7-12)] 的 相 图 


在 随 波 运动 坐标 系 6m x ut 中 不 能 分 辨 空间 坐标 x 和 时 间 坐 标 :, 若 把 看 
做 是 时 间 IIL Sz Uk d. CE) 的 运动 就 是 一 个 非 线性 时 序 系统 的 问题 . 我 们 看 到 ,全 立波 
解 (7-10) 的 演化 与 单 所 有 某 些 相似 之 处 ,例如 , 单 摆 的 平衡 位 置 是 一 个 摆 幅 为 0 的 
正 芒 振 葛 , 对 应 相 图 上 一 个 孤立 点 ,类 似 于 解 (7-10) 在 g>0 时 的 情形 ; 随 摆 幅 加 
大 , 单 摆 频 谱 中 谐 波谱 线 渐次 出 现 , 相 图 上 的 孤立 点 变 成 了 周期 轨道 ,这 也 与 孤立 
波 解 (7-10) 在 q 增加 时 的 情形 相似 . 不 过 ,孤立 波 解 (7-10) 与 单 摆 运 动 的 对 称 性 质 
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不 同 ,包围 单 扎 相 图 上 椭圆 轨道 的 是 两 条 异 宿 轨道 ,包围 孤立 波 相 图 上 的 周期 轨道 
的 是 一 条 同 宿 轨 道 . 无 论 是 在 单 摆 的 异 宿 轨道 上 还 是 孤立 子 的 同 宿 轨道 上 ,运动 的 
特征 时 间 尺 度 都 是 无 穷 长 . 

将 空间 周期 为 上 的 孤立 波 解 h ORERE A AO 一 STAs cos(kBe + 


O,) XX HL ge 2x /L. 可 见 孤 立波 是 由 不 同 尺度 GmL/RCGR 0.1.2, 7,50 88 TO 
成 的 空间 相干 的 周期 结构 ,每 个 振子 有 常数 位 相 和 % 和 振幅 A ,任意 两 个 振子 间 的 
位 相差 都 是 常数 . 这 样 ,在 随 波 坐标 系 ES r ur 中 ,稳定 的 孤立 波 解 实际 上 是 这 些 
不 同 尺度 的 振子 之 间 建 立 的 一 个 完美 相同 步 状 态 . 在 实验 室 坐标 系 (x,?) 中 ,孤立 
波 解 的 展开 是 和 (rx 一) = DAicos(kBr 一 kBut +0). 因此 .为 实现 这 个 相干 状 


A ,每 个 振子 的 频率 都 需要 作 相 应 的 多 普 勒 移动 一 kBu .可 以 把 这 看 做 是 非 线性 系 
统 普遍 存在 的 相同 步 现 象 在 空间 延展 系统 中 的 特殊 表现 形式 . 
在 中 性 流体 中 . 像 式 (7-14) 这 样 的 孤立 子 解 是 重力 势能 的 空间 局 域 化 ,在 等 离 
子 体 中 它们 可 以 是 静电 势能 或 电磁 能 局 域 化 的 结果 . 第 三 章 中 介绍 的 激光 在 等 离 
子 体 中 传播 时 光电 场 慢 变 部 分 所 满足 的 Zakharov Jr ££ C3- 750 PAE £X TE BE E TSA 
程 (3-77) 都 有 这 样 以 一 定 群 速度 传播 的 空间 局 域 化 解 . 以 Zakharov 方程 (3-75 ) 为 
例 , 它 有 下 面 形式 的 包 络 孤立 子 解 “”， 
Eca, = Jg J/1 —Visechl yr — V,D Jee 10 mn, (7-15) 
这 里 了 和 V, 依赖 于 初始 条 件 ,离子 在 这 个 高 频 场 压力 下 出 现 密度 凹陷 n, A/IE 
比 于 场 的 能 量 
ön —— 2y sech’ n(x — Vt). (7-16) 
因此 , 较 之 振荡 电场 的 包 络 ,Sn 有 更 窗 的 半 宽 度 , 见 示意 图 7-5. Zakharov 方程 和 
非 线 性 薛 定 兽 方程 的 这 些 结果 ,很 好 地 解释 了 激光 人 射 到 等 离子 体 这 样 的 非 线 性 
介质 中 时 出 现 的 成 丝 现象 . Tit. Zakharov XE H HM se FAR AR BE ES 7I E 
的 那样 坚固 ,它们 在 碰撞 中 会 发 生 复杂 的 变化 . 
介质 的 非 线 性 性 质 极 大 地 改变 了 辐 照 的 传播 特性 ,甚至 一 些 根据 线性 色散 关 
系 被 禁止 通过 介质 的 辐射 都 可 能 借助 非 线 性 效应 在 介质 中 传播 . 例如 在 超 唱 格 中 
传播 的 辐 照 ,线性 色散 关系 规定 介质 有 一 个 禁 带 间隙 ,频率 位 于 间 际 中 的 辐 照 被 禁 
止 传播 ,但 如 果 折 射 率 依赖 于 空间 局 域 光 强 ,情况 就 不 一 样 了 ,理论 计算 表明 , 辐 照 
可 以 进入 介质 , 且 波 动 沿 传播 方向 的 分 布 呈 包 络 和 孤子 形状 天 .这样 的 孤子 称 为 间 
际 孤 子 (gap soliton) ,很 多 理论 和 实验 都 证 实 了 间隙 孤子 的 存在 5 如 文 
[189] 将 在 周期 结构 中 传播 的 电场 分 成 快慢 两 部 分 ,发 现 慢 变 振幅 满足 非 线 性 薛 定 
137i FP AT TR. 
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t L antaa. Jai i lo t loal l ai L L 
图 7-5 ”激光 在 等 离子 体 中 传播 时 光电 场 的 包 络 孤 立 子 解 |E(x)|( 实 线 ) 
和 等 离子 体 离子 密度 扰动 5n(x) 的 腔 子 解 (虚线 ) 示 意图 
(APR as 乘 以 因子 0.01) 


7.1.2. 约 化 微 扰 方法 


在 不 少 实际 流体 和 等 离子 体系 统 中 都 观察 到 空间 相干 结构 解 , 在 第 三 章 中 知 
道 , 描 写 这 类 系统 的 运动 常 采 用 流体 力学 方程 组 ,形式 非常 复杂 . 对 于 中 性 流体 , 它 
包括 了 连续 性 方程 .运动 方程 ,以 及 能 量 方程 或 状态 方程 ;如 果 是 带电 粒子 系统 ,还 
需要 与 麦克 斯 万 方程 组 联 立 求解 ,其 中 若 属于 静电 问题 的 要 应 用 泊 松 M 
电磁 问题 ,涉及 的 方程 就 更 多 了 . 很 多 时 候 还 需要 处 理 多 种 成 分 带电 粒子 ,例如 , 除 
电子 和 离子 外 ,有 时 还 有 带电 的 尘埃 ,描写 这 类 系统 需要 一 个 庞大 的 方程 组 ,即使 
用 计算 机 求解 也 非 易 事 ,解析 方法 还 能 奏效 吗 ? 

针对 这 类 问题 ,人 们 发 展 了 一 个 近似 方法 , 删 繁 就 简 , 将 复杂 的 方程 体系 约 化 
到 简洁 的 非 线 性 波动 方程 ,以 便于 寻找 到 解析 形式 的 解 ,这 就 是 所 请 的 约 化 微 扰 方 
法 (reduced perturbation method)", 在 这 个 方法 中 ,要 将 时 间 和 空间 变量 分 别 作 
关于 小 量 的 恰当 尺度 变换 ,再 将 待 解 函数 作 微 扰 展开 并 和 逐 级 求解 . 下 面 我 们 以 强 电 
子 束 在 等 离子 体 中 传播 为 例 , 说 明 采 用 这 个 方法 如 何 将 描写 系统 运动 的 复杂 流体 
力学 方程 组 约 化 到 KdV 方程 并 由 此 找到 孤立 子 解 … 

计算 机 数值 模拟 显示 , 强 电 子 束 在 等 离子 体 中 传播 时 ,如 果 受 到 横向 电磁 扰 
" Z Hy SUELE XL. TER FT LIED St DP ae SR EP. Bt DUI 

5070 .类比 激光 在 等 离子 体 中 的 传播 ,容易 想到 , 强 电子 束 的 成 丝 极 有 可 能 也 是 一 

MEA 性 的 自 组 织 行为 . 

假设 系统 在 电子 束 传播 方向 = 轴 上 是 均匀 的 ,只 需要 考虑 垂直 于 束 流 平面 上 
带电 粒子 的 运动 . 设 初始 时 有 密度 加 (0) .速率 v. (Ou, 的 束 电 子 沿 z 轴 方 向 流动 ， 
密度 n, COD HR v, (O=u, 的 等 离子 体 电子 反 向 于 > 轴 流 动 , 且 加 (0) 一 az (0), 
这 里 a«1 是 常数 , 束 电 子 和 等 离子 体 电 子 在 纵向 是 冷 的 ,在 垂直 于 dI E 
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小 的 热 分 散 , 横 向 温度 分 别 为 0 和 .假设 初始 时 有 电流 中 性 化 ,nC0)w, =n COO 2 » 
系统 处 在 一 个 平衡 态 . 这 个 平衡 态 并 不 稳定 ,让 我 们 忽略 离子 运动 ,讨论 受 扰 束 电 
子 和 等 离子 体 电子 的 运动 . 

因为 电子 有 定向 运动 流 , 这 个 问题 涉及 的 不 是 简单 的 静电 现象 ,带电 粒子 的 密 
度 涨 落 将 引起 横向 电磁 扰动 . 限于 讨论 沿 x 轴 方向 的 一 维 问题 ,假设 电子 密度 涨 落 
引起 的 电势 涨 落 为 $, 且 沿 = 轴 方 向 有 矢 势 4., 可 以 导出 束 电 子 和 等 离子 体 电子 运 
动 满足 的 无 量 纲 化 流体 方程 组 如 下 UM 


Ən, 9 _ 7 
3r T ag nee? =0, (7-17a) 
o¢ | 9A. 4 Any _ 7-17b 
EP ( uy T A.) ar n, ar 0, ( 1 ) 
Qu, QU, of ee _ h Ən, 
= of eis elt 7-17 
art ar cap (te FAD m, at (po 
它们 需要 与 下 列 关 于 标 势 $ 和 矢 势 A. enon 
2 
oF =n Hmla (7-18a) 
Ər“ 
9 A. oA. = nyuy — nyu, + Ou t n)A.. (7-18b) 
Qt Or 


Sab ERAT RM AAT 2A I8] 3E DU] 27] S SE F8 Z& u — ou; T AG AW bs p. 2r Hl Mt 
应 于 土 号 ). 
在 消去 $ 之 后 ， ARANIR ENE 


au auf 29 pð ]- _ 7 
9U cw SU (HS, +K? x) U — 0, (7-19) 
这 里 列 矢量 UD 
U = (nW np A)", (7-20) 
系数 矩阵 W 为 
Vy n, 0 0 
8,/n, Up = 0, / n, uy + Uy 
W= | 0 —n Up o p (7-21) 
0 us Mey 0 Up 


HH 和 Ks, 各 有 12 个 4X4 AREE L3 这 里 没有 具体 写 册 它们 的 和 矩阵 元 的 形式 ,重要 的 
BE SOAS De sc HORT de B iR ny Uy (n, Acs GH TR CT - 190 Z& 3EZR TE BS. 
对 应 系统 初始 的 平衡 态 UO) =U, A 
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0 a 0 0 
A/a 0 —0, (loco 
Wu) = > (7-22) 
= 0 —q 0 Q 
0 — guy, 0 0 
可 求 得 其 本 征 值 为 
à = [0 d4- a0, —a(ll Hau], (7-23) 


TE Hal >a +a) u, WATE A 是 实数 . 
现 假 设 系 统 满足 这 个 条 件 , 有 实 的 本 征 值 *, 作 变换 


ESE lrt), y= ei, (7-24) 
并 将 所 有 变量 对 小 量 s 作 展 开 
已 一 DoTTEeDU +62 UM Fe", (7-25) 


代入 方程 (7-19) ,按照 约 化 微 扰 方法 , 按 e AFR ERR Oe A 7 FE. 

fi e" AER 

U'" =m, Ep REV? Q), (7-26) 

这 里 REEE W = W (Uo ) 对 应 本 征 值 4 的 右 本 征 矢量 ,其 中 对 应 ns” 的 分 量 归 
一 化 为 1, Y 可 由 边界 条 件 决定 ,假设 在 无 穷 远 处 系统 趋向 平衡 态 解 U。, 则 有 
vir =0. 

在 s RELAY W, 的 左 本 征 矢量 上 乘 以 方程 (7-19) 两 边 ,消去 UM ,得 到 关于 
束 电子 扰动 mn, 的 方程 为 


Oni" " Oni oi nt? 
P "4 Q, > = 0, 7-27 
Or + Pin, DE Q o8 C ) 

这 里 
|] ow | | 
BD ale Dr (Se ) R), (7-28a) 
1 3 

Q = pepe: DIE +K] R], (T-28b) 

hen B=1 a=1 m m 


式 中 下 标 0 表示 在 平衡 态 处 取 值 ,r; 是 R 的 第 i 个 分 量 . 


aÀ af, aQ +a)u 
= / m mn T — ’ E : ’ 一 
R-(.Ma.—10.—3). L (e$ A 7 ) (7-29) 
显然 , 束 电子 扰动 wm” 满足 的 方程 (7-27) 是 一 个 KdV Jr f. 
在 弱 非 线性 情形 ,寻找 束 电子 密度 形式 为 nn"(& 一 ay) 的 解 ,得 到 
3 . 1:72 | 
n," = psech | Go) E To CA +ea)lt wI), (7-30) 


ix d& — PML T E ,传播 速度 为 十 ea ,波幅 3a/Pr, FIERE Cae/AQL)'^. 
类 似 地 ,将 RHF n, 的 分 量 归 一 化 为 1, 用 同样 的 方法 找到 背景 等 离子 体 
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电子 密度 扰动 ny? ALP A 

X E FQ, i = 0. (7-31) 
它 也 是 一 个 KdV 方程 ,也 有 孤立 子 解 ,只 需 把 式 (7-30) 中 的 下 标 换 作 p 即 是 . 容易 
说 明 Q,=Q, 和 P, 二 一 P,, 因 此 在 束 电 子 n 局 域 化 成 密度 峰 的 地 方 , 等 离子 体 电 
Fon 出 现 密度 四 陷 , 它 的 形状 和 传播 速度 都 与 束 电子 密度 扰动 的 孤子 相同 . 束 电 
子 的 孤立 子 解 和 等 离子 体 电子 的 腔 子 解 见 示意 图 7-6， 


on MD 


ényx) . ón o) 


x 


图 7-6 强 电子 束 在 等 离子 体 中 传播 时 , 束 电 子 密 度 扰动 Sn 的 孤立 子 解 ( 实 线 ) 
和 等 离子 体 电子 密度 扰动 dn, 的 腔 子 解 (虚线 ) 示 意图 


这 样 ,通过 约 化 微 扰 方 法 ,我 们 找到 了 复杂 磁 流 体系 统 (7-17) ~ (7-18) XE th 
现 的 孤子 和 腔 子 解 ,它们 与 数值 模拟 结果 ”定性 一 致 , 我 们 知道 ,激光 在 等 离子 体 
中 传播 的 成 丝 现 象 中 ,高 频 电 场 能 量 的 聚集 是 电荷 中 性 化 受到 破坏 的 结果 ,高 频 电 
场 的 压力 排 开 了 等 离子 体 离子 ,造成 了 离子 密度 的 凹陷 ;与 此 相对 照 , 强 电子 柬 在 
等 离子 体 中 传播 时 成 丝 现 象 的 出 现 ,是 电流 中 性 化 受到 破坏 引起 电磁 能 量 局 域 化 
的 结果 ,电磁 场 的 压力 排 开 了 背景 等 离子 体 电子 使 之 出 现 密度 凹陷 . 


7.1.3 非 线性 波动 方程 的 可 积 性 问题 


从 第 四 章 哈密 顿 系 统 理论 知道 ,如 果 运 动 常数 的 数目 等 于 系统 自由 度 的 数目 ， 
这 个 系统 是 完全 可 积 的 , 它 的 运动 轨道 被 唯一 地 确定 ;而 当 运 动 常 数 的 数目 小 于 自 
由 度 的 数目 时 , 它 的 轨道 不 能 被 唯一 地 确定 ,哈密 顿 系统 就 不 是 完全 可 积 的 , 它 有 
可 能 出 现 混沌 运动 . 考虑 波动 系统 的 情形 ,由 于 依赖 于 空间 变量 , 它 的 相 空 间 有 无 
穷 多 个 自由 度 , 因 此 需要 有 无 穷 多 运动 常数 才能 唯一 地 决定 系统 的 轨道 ,成 为 一 个 
完全 可 积 系统 .KdV 方程 [方程 (7-1) 中 4 一 0] 就 属于 这 样 的 情形 ,已 经 证 明 , 它 有 
无 穷 多 的 运动 常数 1, 因此 KdV 孤立 子 轨 道 已 经 被 完全 决定 ,如 果 两 个 KdV 孤立 
子 相 互 碰撞 ,它们 分 开 后 形状 和 速度 与 碰撞 前 相 比 没有 任何 改变 ,碰撞 完全 是 弹 
性 的 . 

从 非 线 性 波动 方程 找到 了 形式 为 $x 一 ut) 的 孤立 波 或 弧 立 子 解 ,并 不 意味 着 
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这 些 解 对 扰动 就 是 稳定 的 ,例如 虽然 非 线 性 漂移 波 方程 [方程 (7-1) 中 5 二 0] 也 有 与 
KdV 孤立 子 形式 相似 的 相干 波动 解 .但 它们 并 不 像 KdV 孤立 子 那 样 在 扰动 下 稳 
E. 有 工作 数值 分 析 了 形式 为 utu), Hun — un 50 的 方程 (x 二 2,3, 其 中 二 2 
时 若 去 掉 空 间 三 : 阶 导数 项 就 是 一 维 非 线性 涨 移 波 方程 ) ,发 现 方 程 的 两 个 孤立 子 解 
碰撞 后 ,形状 和 速度 都 发 生 了 变化 ,碰撞 是 非 弹 性 的 ” .考虑 到 一 维 非 线性 漂移 波 
方程 与 KdV 方程 的 差别 仅 在 于 色散 项 us, :不 同 的 色散 行为 一 定 在 非 弹性 碰撞 中 
起 了 关键 作用 , 孤立 子 解 非 弹性 碰撞 的 例子 还 可 见 文 L195j. 为 了 与 KdV 孤立 子 相 
区 别 ,我 们 称 这 一 类 不 稳定 的 孤立 子 解 为 类 孤立 子 

类 孤立 子 与 KdV 孤立 子 行为 上 的 差别 是 不 是 与 相应 非 线 性 波 方程 不 完全 可 
积 有 关 呢 ? 让 我 们 首先 从 运动 常数 来 分 析 这 个 问题 . 为 方便 ,将 一 维 非 线性 漂移 波 
方程 单独 写 出 如 下 


oP , OB , 2. of E 

E kat. cL fg et = 0. (7-32) 
iH aco. AMARA A 3 个 运动 积 ». 它们 是 
M 一 il $CGeDdr. (7-33) 
D 
E= i| 8 Gru — ab? Crs) Jdr. (7-34) 
D 

H = i Le CD Hp Gen da (7-35) 


其 中 D 是 积分 的 区 域 . 一 般 称 M 为 波 的 质量 .E 为 波 的 能 量 ( 有 人 认为 ,如 果 与 
KdV 的 运动 积分 i. pD dr KKK E ABER AAG). LR 3 个 运动 常数 远 


不 足以 唯一 地 决定 系统 的 运动 轨道 .在 无 穷 维 相 空间 中 轨道 仍 有 相当 的 自由 度 
以 取 不 同 的 走向 ,表现 为 它 的 类 孤子 解 在 扰动 下 不 稳定 . 鉴于 漂移 波 方程 (7- » 
f& Kav 方程 那样 有 无 穷 多 个 运动 常数 , 它 很 有 可 能 不 是 完全 可 积 的 ， 

研究 表明 ,微分 方程 是 否 可 积 , 与 方程 的 解 在 延 拓 到 复 平面 后 奇 点 的 性 质 有 
关 . 为 便于 讨论 ,这 里 引用 Drazin 等 人 书 中 介绍 的 有 关 微 分 方程 奇 点 的 一 些 
BUE. 

让 我 们 把 一 个 微分 方程 的 解 延 拓 到 复 空间 ,讨论 解 的 奇 点 性 质 . 如 果 微 分 方程 
是 线性 的 ,那么 奇 点 在 复 平面 上 的 位 置 与 积分 常数 没有 关系 .也 就 是 说 ,线性 微分 
方程 的 奇 点 是 不 动 的 (fixed). 例如 方程 


SEE Luo) (7-36) 


的 通 解 为 
wlz) = c/z. (7-37) 
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这 里 “是 任意 常数 ,对 所 有 AORTA BRA z= 二 0, 它 与 积分 常数 c 的 取 值 
无 关 , 因 此 方程 (7-36) 解 的 极点 是 不 动 的 . 

非 线性 常 微分 方程 则 不 同 , 它 们 的 解 在 复 平 面 上 可 以 有 可 动 奇 点 (movable 
singularity), 即 奇 点 的 位 置 依赖 于 积分 常数 . 例如 方程 


dw | — 0 (7-38) 
dz 
有 通 解 


w(G) 一 ， (7-39) 


这 里 zo 是 任意 复数 ,这 个 解 有 一 个 极点 cH ERM TERDA xs 在 复 平 面 上 
的 位 置 , 因 此 方程 (7-38) 有 一 个 可 动 极点 . 

复 变 函数 理论 告诉 我 们 ,如 果 一 个 函数 是 解析 的 ,在 延 拓 到 复 平面 时 它 的 所 有 
奇 点 都 是 极点 ,该 函数 可 以 被 展开 为 罗 朗 级 数 . 一般 地 ,一 个 函数 还 可 能 存在 临界 


点 (critical point, 包 括 分 支点 和 本 性 奇 点 ) ,临界 点 不 是 极点 ,在 临界 点 上 该 泪 数 不 
是 解析 的 , 它 不 能 被 展开 作 罗 朗 级 数 . 例如 方程 
dw =e“ (7-40) 
有 通 解 
wz) = log(z— zi), (7- 41) 
这 里 z, 是 任意 复 常数 ,这 个 解 不 是 一 个 解析 函数 , 它 有 一 个 可 动 的 对 数 分 文 点 
Z= E, 


对 一 个 常 微分 方程 来 说 ,如 果 它 所 有 的 可 动 奇 点 都 是 极点 , 即 不 存在 临界 点 ， 
那么 就 说 这 个 常 微分 方程 具有 潘 勒 书 (Painlevé) 性 质 . 根据 对 许多 常 微分 方程 性 质 
的 研究 ,发 现 具有 Painlevé 性 质 的 常 微分 方程 都 是 完全 可 积 芯 

后 来 关于 Painlevé 性 质 的 讨论 被 推广 到 偏 微分 方程 "中 ,通过 分 析 KdV 方 
程 这 个 完全 可 积 系统 ,发 现 它 可 以 被 约 化 到 具有 Painlevé 性 质 的 一 个 常 微分 方程 . 
综合 类 似 的 一 些 研究 ,人 们 猜想 ,如 果 一 个 偏 微分 方程 具有 Painlevé 性 质 , 即 它 的 
所 有 可 动 奇 点 都 是 极点 ,那么 这 个 偏 微 分 方程 也 是 完全 可 积 的 ,尽管 这 一 点 并 没有 
被 严格 证 明 . 

检验 Painlevé 性 质 的 方法 最 先 也 是 针对 常 微分 方程 提出 来 的 : 将 方程 的 解 看 
做 是 时 间 变 量 的 解析 函数 ,在 延 拓 到 复 空间 后 进行 形式 上 的 罗 朗 展开 .代入 原 方 
程 ,比较 各 级 展开 系数 求 得 一 系列 递 推 关系 ,如 果 所 有 的 递 推 关系 都 相 容 ,表明 这 
个 罗 朗 展开 是 成 功 的 ,方程 所 有 的 可 动 奇 点 都 是 简单 极点 ,因此 方程 具有 Painlevé 
性 质 , 它 应 该 是 可 积 的 ;如 果 递 推 关系 出 现 了 不 相 容 ,说 明 罗 朗 展开 不 成 功 , 该 函数 
的 奇 点 不 都 是 极点 ,相应 的 方程 不 具有 Painleve 性 质 , 它 可 能 不 是 完全 可 积 的 . 这 
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个 判断 方法 被 称 为 Painleve 判 据 . 
后 来 .Painlevé 判 据 被 推广 应 用 于 偏 微分 方程 系统 ” ,这 时 同样 需要 将 方程 
的 解 延 拓 到 复 平 面 ,但 与 常 微分 系统 中 单 变量 的 情形 不 同 . 在 偏 微分 系统 中 函数 的 
极点 一 般 不 再 是 孤立 的 ,以 两 变量 情形 为 例 , 如 果 函 数 fr ORR EE C OWT 
纯 (meromorphic) 函数 , 它 的 奇异 性 将 沿 着 由 条 件 
blr = 0 (7- 42) 
决定 的 某 个 流 形 发 生 .因此 ,可 将 偏 微分 方程 的 解 %zO 延 拓 到 复 空 间 ,并 在 形式 
上 展开 成 奇异 流 形 y 的 罗 朗 级 数 


br. = 4 * Dy (7-43) 
这 里 a0. HE pr ORE u Ge O EERE o0 邻 域 中 的 解析 函数 . 

将 展开 式 (7- 43) 的 主导 项 (=0 的 项 ) 代 入 所 要 讨论 的 偏 微分 方程 ,比较 最 奇 
异 的 项 ,可 以 求 出 a 的 值 以 及 主导 项 系数 uo 作为 y( 及 其 导数 ) 的 函数 表达 式 ;将 结 
果 代 入 ,再 比较 次 主导 项 的 指数 以 寻找 奇异 性 可 能 在 j 的 哪 一 级 上 出 现 ; 然 后 按照 
y BIR UOZ BOR DRF RBU } 的 递 推 关系 

F; Cu, vu, vot nao ten ttt e utt = 0, (7- 44) 
这 里 j 二 1,2,… ,如 果 所 有 的 递 推 关系 都 相 容 , 表 明 方程 的 解 dr T DUROT RUP 
朗 级 数 (7- 430 ,相应 的 偏 微分 方程 就 具有 Painleve 性 质 , 它 是 可 积 的 ;如 果 递 推 关 
系 在 某 一 级 上 出 现 了 不 相 容 , 解 就 不 能 展开 成 罗 朗 级 数 ,相应 的 方程 就 不 具有 
Painlevé 性 质 , 它 可 能 不 是 完全 可 积 的 . 采用 这 个 方法 已 经 证 明 , 许 多 著名 的 非 线 
性 波动 方程 ,如 伯 格 斯 (Burgers') 方 程 .KdV 方程 以 及 修正 KdV 方程 都 满足 
Painlevé 判 据 , 将 它们 的 复 空间 解 在 形式 上 展开 成 罗 朗 级 数 时 ,所 得 到 的 递 推 关系 
分 别 完全 相 容 ,这 说 明 解 的 可 动 奇 点 都 是 简单 极点 ,这 些 结果 与 相应 方程 的 完全 可 
积 性 质 一 致 0”. 

让 我 们 用 Painleve 判 据 来 检验 非 线 性 漂移 波 方 程 (7-32) 是 否 可 积 , 按 照 上 面 
同样 的 步骤 ,将 方程 在 复 空间 (x,1) 的 解 $(x,t) 在 形式 上 展开 成 罗 朗 级 数 式 (7- 43) 
以 后 ,可 以 求 得 a 二 2 和 主导 项 系数 wu, 二 一 (12a/f)y,y,, 并 在 次 主导 项 下 找到 奇异 
性 可 能 出 现在 j 一 一 1,4,6 上 ;然而 ,在 检查 递 推 关系 的 相 容 性 时 发 现 ,在 j 一 4 一 
级 上 得 到 的 递 推 关系 与 前 面 的 递 推 关 系 不 相 容 ,这 说 明 并 不 存在 一 组 恰当 的 系数 
ta } 使 得 非 线性 漂移 波 方程 (7-32) 在 复 空 间 的 解 能 够 展开 为 罗 朗 级 数 ,因此 它 的 
可 动 奇 点 不 都 是 简单 极点 ,方程 (7-32) 不 具有 Painleve 性 质 ,应 该 不 是 完全 可 积 
的 20. 也 许 这 就 是 为 什么 漂移 波 类 孤子 解 虽然 表面 上 酷似 KdV 孤子 ,两 个 这 样 的 
类 孤子 碰撞 却 表现 出 非 弹性 性 质 的 原因 ， 

由 上 面 的 讨论 我 们 知道 , 非 线 性 微分 方程 解 的 轨道 是 完全 有 规 还 是 可 以 无 序 
变化 ,这 些 表 观 行为 上 的 差异 可 能 是 深 藏 于 解 内 部 的 可 动 奇 点 性 质 不 同 所 致 . 对 于 
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常 微分 系统 来 说 ,所 谓 可 动 奇 点 真正 是 复 空间 中 依赖 于 积分 常数 的 一 个 几何 点 ,i 
对 偏 微分 系统 来 说 .奇异 性 却 沿 着 流 形 发 生 , 它 更 像 MOM 
Wb 5áepsRTElR GG XA BREW eg B — Tia .Painlevé HEB 2i 
Jo WR im Vu EL S uf 53 p SOHO XE DL ABUS a h I a UE oh NER SR 
性 呢 ? 


$7.2 耗 散 系统 


实际 系统 都 是 有 耗 散 的 ,在 有 边界 的 问题 中 ,系统 的 能 量 可 以 因 摩 擦 等 原因 通 

过 边界 流失 ,即使 不 考虑 边界 效应 , 波 的 集体 运动 能 量 也 可 因 碰 撞 等 过 程 转变 为 粒 
子 无 规 运动 的 热能 ,对 波动 系统 而 言 ,这 些 能 量 就 损失 掉 了 . 粒子 碰撞 的 平均 日 由 
程 远 小 于 宏观 波动 的 空间 尺度 ,所 以 ,波动 能 量 通常 是 在 小 太 度 上 被 耗 散 的 . 在 第 
EA MANA Y HAS Bite iit im AN Navier-Stokes 方程 (5-50) , 现 重 新 写 出 如 下 


AU tye Vy eV php vin, (7-45) 


fh 809b 5 AB pe Vv 的 作用 ,可 知 波 数 为 上 《的 模式 将 以 指数 。 …“ TE RR 
减 ,这 正 反 映 了 能 量 在 高 人 或 短波 长 时 更 容易 被 耗 散 这 一 事实 . 

耗 散 是 影响 流体 运动 状态 的 一 个 重要 因素 ,如 在 黏 滞 率 为 w 水平 速 度 为 v 的 
流体 中 放置 一 个 半径 为 工 的 光滑 小 球 ,在 极 低 雷诺 数 Re 二 vL/p 时 , 流 场 是 定常 
的 , 随 Re 增加 ,出现 了 周期 和 涡 旋 等 运动 状态 .在 雷诺 数 很 高 时 运动 变 为 庙 流 . 因 
此 ,在 其 他 条 件 一 定时 , 耗 散 的 大 小 可 以 决定 系统 处 于 层 流 还 是 灌流 状态 . 


7.2.1 驱动 - 耗 散 的 非 线 性 波 


1. 在 时 间 周 期 驱动 下 的 Sine-Gordon 方程 
1983 年 ,Bishop 等 人 建立 了 一 个 有 周期 驱动 和 耗 散 的 sine-Gordon 方程 .并 以 
此 作为 研究 时 空 混 沌 的 模型 ， 


9$. oF eg， 
ai a + sinf = Psin(w,t) 一 eS 


JRR hi 6 — 1 jc d JAS. Re ERETT AE SE A BR JE C n 
一 项 引起 能 量 从 系统 中 流失 . 若 将 上 式 中 $C RE E SS TE Bk CRISE 
易 看 到 ,驱动 项 Dsin Go O 的 作用 是 将 能 量 直 接 提交 给 模式 《一 0, 璧 如 一 个 带电 粒 
子 系统 受到 这 样 的 静电 力 驱动 ,全 空间 的 粒子 将 以 频率 w 同步 抖动 ;方程 (7- 46) 中 
sing 一 项 包含 了 非 线性 ,模式 4 一 0 的 能 量 可 以 通过 它 转移 到 860 的 有 限 尺 度 上 去 . 
在 很 多 情况 下 ,驱动 力 不 仅 随时 间 而 且 沿 空间 也 呈 周 期 性 变化 ,如 前 面 提 到 的 
潮汐 力 , 它 是 月 球 绕 地 运动 引起 的 ,对 海洋 来 说 ,这 个 力 随 时 间 和 空间 都 是 周期 变 


(7- 46) 
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化 的 ,是 一 种 类 似 于 波 的 驱动 ,在 带电 粒子 系统 中 , 波 场 作 为 驱动 力 的 情形 更 是 非 
常 普遍 ,例如 电离 层 中 总 有 许多 外 输入 电波 传播 , 托 卡 马克 也 常用 电磁 波 加 热 等 离 
CT Bk. 在 讨论 空间 延展 系统 的 非 线 性 动力 学 时 ,考虑 波 作为 外 驱动 比 仅 随时 间 变 化 
的 外 驱动 有 更 普遍 和 实际 的 意义 . 作为 最 简单 的 模型 ,讨论 周期 为 2x 的 空间 一 维 
系统 ,可 采用 简 谐 波 sin(xzx 一 wi) 作为 驱动 力 , 这 相当 于 在 波 数 有 二 =k 处 将 外 驱动 的 
能 量 输入 系统 ,尺度 为 2x/x 的 模式 直接 获得 能 量 ,通过 非 线性 系统 的 模 - 模 看 合 过 
程 再 将 它 的 能 量 转移 到 其 他 & 关 «模式 上 . 25 e 0 时 ,这 一 项 就 赔 化 为 仪 随时 间 周 
期 变化 的 驱动 力 ,如 方程 (7- 46) 中 所 采用 的 那样 . 

2. 在 时 空 周 期 驱动 下 的 非 线 性 漂移 波 方程 

让 我 们 以 非 线 性 漂移 波 方 程 (7-32) 为 基础 建立 一 个 讨论 非 线 性 波 的 动力 学 的 
模型 ,如 上 上 简 谐 波 的 驱动 以 及 适当 的 耗 散 项 以 后 ,方程 47-32) 变 为 


3 
of | a24, | cat ! foot =— y$ —esin(r — QD. (7-47) 


其 中 ala<0).c.f 为 常数 ,y 为 耗 散 参 数 ,2 和 e 分 别 为 驱动 波 的 相 速度 和 幅度 ,这 
里 假设 周期 边界 条 件 $e 2 = 8 (rt) ,已 取 驱 动 波 数 e — 1. 车 将 驱动 项 写 做 更 
一 般 的 形式 sin Gez — Qt) ,其 中 «总 可 通过 对 空间 变量 作 标 度 变换 去 掉 . 

之 所 以 采用 一 维 非 线 性 漂移 波 方程 或 称 BBM 方程 (7-32) 作 为 模型 (7- 47) 的 
基础 ,是 因为 :首先 这 个 方程 在 中 性 流体 和 等 离子 体 中 都 有 明确 的 物理 意义 , 它 比 
KdV 方程 更 合理 ,特别 是 在 等 离子 体 漂移 波 情况 下 ,方程 (7-32) 能 够 从 流体 力学 
方程 组 和 麦克 斯 韦 方 程 组 在 一 定 近 似 下 导出 ,这 些 在 第 三 章 中 已 经 讨论 过 ;其 次 方 
程 中 含 系数 esas f£ 的 项 分 别 描写 波 的 漂移 线性 色散 和 非 线 性 效应 ,它们 都 是 波动 
系统 中 最 重要 的 物理 过 程 ;还 有 ,在 节 7. 1. 3 中 我 们 曾 说 明 , 方 程 (7-32) 在 形式 上 
与 KAV 方程 极为 相似 , 却 很 可 能 不 完全 可 积 , 在 奇 点 性 质 和 对 扰动 的 响应 方面 与 
后 者 对 比 十 分 鲜明 ,轨道 有 更 多 的 自由 度 演 化 . 这 样 一 个 方程 在 驱动 和 耗 散 的 共同 
作用 下 有 怎样 的 响应 ,自然 是 十 分 有 兴趣 的 问题 ,而且 方 程 (7- 47) 简 单 的 一 维 形式 
也 便于 细致 分 析 其 动力 学 行为 . 

让 我 们 把 未 加 驱动 和 耗 散 的 系统 (7- 47) 看 做 是 一 个 非 线 性 介质 ,固定 介质 参 
tasc f 以 及 耗 散 参 数 y 不 变 ( 后 面 的 讨论 中 取 “一 一 0.28711, 一 1.0, /一 一 6. 
这 里 a 过 0 是 物理 上 要 求 的 ,多 位 有 效 数 字 不 是 必须 的 ,只 是 沿用 了 调 程序 时 的 参 
AO ,将 驱动 波 的 相 速度 2 和 幅度 e 作为 控制 参数 ,讨论 在 改变 Qe 时 非 线性 介质 
对 驱动 的 响应 . 


7.2.2 定 态 波 解 及 其 在 参数 空间 中 的 组 织 


与 保守 的 非 线 性 波动 方程 类 似 ,许多 有 了 驱动 和 耗 散 的 非 线 性 波动 方程 也 存在 
空间 相干 的 定 态 波 解 , 在 完全 没有 扰动 的 理想 情形 下 ,这 些 解 像 孤 立波 那样 以 光滑 


$ 


S 


ce 
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不 变 的 波形 和 一 定 的 速度 传播 ,在 受到 扰动 时 它们 有 的 是 稳定 的 .有 的 是 不 稳定 
的 .让 我 们 以 方程 (7- 47) 为 模型 观察 这 类 相干 波动 解 随 参 数 变化 有 怎样 的 规律 , 暂 
时 回避 它们 的 稳定 性 问题 . 

方程 (7- 47) 的 定 态 波 解 有 加 (x 一 Q7) 的 形式 ,为 了 找到 方程 的 定 态 波 解 ,包括 
稳定 的 和 不 稳定 的 ,可 将 系统 变换 到 随 波 运动 坐标 系 -2 


E= r— (Qt. 
TH, (7- 48) 
在 这 个 坐标 系 中 . 定 态 波 解 (8) 满足 下 面 的 方程 
29. 
ILL I . 7- 
x 0 (7- 49) 
或 
$ d$ ， d¢, 2 mu if 
(e-) E an JE f$. dg | Yee + esing = 0. (7-50) 
展开 
$O = DA ost + 0). (7-51) 


代入 上 式 , 得 到 fo CE :) 的 模式 振幅 和 相位 { A, +O.) AR AA Fi A 
— ble — (1 —ak* OA, sind, + YA cosh, 


— | DAA sino 十 0 ) 十 DAA sins, —6) 


+ SJ AA;sin(—6,+6,)] = 0. (7-52a) 


计 j 一 大 


— ble — (1— auk’) NjA cosh, — yA,sinh + eð 


_ V ZA A,cos(0, + 6,) 十 DAA cost — 6) 


TOSLAA,cosC- B, +4) =0, (7-52b) 
jak 


(k= 1,2. N; N > 0$) 

这 是 无 穷 维 的 一 组 耦合 非 线性 代数 方程 ,只 要 作 恰 当 的 有 限 N 截断 ,原则 上 可 以 

给 定 猜 值 下 迭代 求解 . 选择 合适 的 参数 区 ,在 那里 解 的 定性 性 质 主要 由 少数 长 波 
模式 决定 ,那么 不 需要 太 大 的 N( 如 十 儿 到 几 十 个 模式 ) 就 不 至 于 丢掉 关键 的 动力 
学 信息 . 在 控制 参数 (Q,e) 给 定时 . 定 态 波 的 模式 振幅 和 位 相 {Ai,W; 可 以 有 不 止 一 
组 解 ,为 寻找 每 一 组 解 , 都 需要 足够 好 的 猜 值 ,这 对 于 高 维 相 空间 问题 一 般 并 不 容 
易 , 好 在 那些 稳定 的 定 态 波 解 可 以 从 数值 模拟 方程 (7- 47) 得 到 ,其 结果 有 助 于 寻找 
不 稳定 的 定 态 波 解 . 

定义 空间 2x 周期 中 的 波动 能 量 为 
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1S 1 z - 
E) = 24. 3 UP Cea) — ap? Cr. 0 Jdr, (7-53) 


在 无 驱动 耗 散 时 它 是 系统 的 运动 常数 ,在 有 驱动 和 耗 散 的 情况 下 .一 般 (1) 随时 
间 变 化 ,但 对 形 为 由 (z 一 00) 的 定 态 波 解 .三 三 (大 ) 为 时 间 的 常数 ， 

给 定 参数 (Q,e) ,求解 方程 (7-52), 可 计算 出 每 一 组 参数 下 的 定 态 波 解 CO 
(注意 可 能 不 止 一 个 解 ) 和 相应 的 能 量 Eo. 在 数值 计算 中 发 现 的 一 个 非常 有 趣 的 现 
象 是 . 定 态 波 解 由 (6) .包括 稳定 的 和 不 稳定 的 ,它们 的 能 量 在 参数 空间 (Q.e) 中 是 
BEA ARMS] 对 于 给 定 驱 动 相 速度 0 (E. B c 光滑 地 变化 ,特别 有 意思 
的 是 ,在 2 的 一 些 参数 区 中 ,已 作为 e MY eR UE S JE BTE eg Chysteresis) H2. 已 
经 找到 了 儿 个 这 样 的 参数 区 .在 每 个 参数 区 中 都 有 一 簇 E Co) HE hR. 

[d 7-700 — CO AE DIA Ui E, 作为 e 的 函数 的 三 徐 S 形 滞后 曲线 ,每 一 条 曲线 
对 应 一 个 Q 值 ,由 下 分 支 . 中 间 分 支 和 上 分 支 组 成 . 这 三 能 滞后 曲线 分 别 位 于 Q 不 
同 的 参数 区 ,其 中 (a) 对 应 的 0 值 最 大 ,占据 的 O 区 间 也 最 宽 ,在 更 大 的 Q 值 处 没 
有 找到 任何 灌 后 曲线 .但 随 O 减 小 却 找到 了 一 些 滞后 曲线 篮 , 图 中 (b) 和 (c) 是 随 9 
减 小 依次 找到 的 另 两 艇 滞后 曲线 ,它们 占据 的 Q 区 间 依 次 变 罕 ， 
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图 7-7 在 Q 的 3 个 参数 区 中 系统 (7- 47) 的 (稳定 和 不 稳定 的 ) 定 态 波 能 其 
组 成 的 滞后 曲线 Eo CO B Cfi AR He EXE DE 2 的 -- 个 取 值 ) 
定 态 波 解 和 (x 一 027) 的 波形 和 相 图 沿 滞 后 曲线 非常 有 规律 地 变化 . 波形 图 7-8 
和 相 图 7-9 中 参数 分 别 为 (a) 70.34.60. 05. Cb) Q=0.28.e 二 0.05,(c) A= 
0. 18,e 一 0.05, 图 中 所 示 的 定 态 波 解 如 (x 一 0Q7) 分 别 位 于 图 7-7 (30 — CO HP BU S 
形 滞后 曲线 的 下 分 文 . 
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由 图 7-8 和 7-9 可 见 ,(a) 中 波形 点 (z) 有 2 个 驼峰 , 相 轨 道 绕 2 周 ,(b) 中 有 3 
个 驼峰 , 相 轨 道 绕 3 周 ,(c) 中 有 4 个 驼峰 , 相 轨 道 绕 4 FJ. 这 样 ,从 Ca) 到 (c)，, 随 吕 
减 小 ,每 移动 一 复兴 后 曲线 ,在 下 分 支 上 的 波形 增加 一 个 驼峰 , 相 轨 道 增加 一 周 . BE 
着 0 继续 减少 ,找到 的 驼峰 数 和 相 轨 道 的 绕 数 越 来 越 多 ,图 7-9(d) 显 示 了 2 值 很 
小 的 一 个 结果 (=0.05,s 一 0.07) ,可 以 看 到 相 轨 道 绕 了 许多 周 , 由 此 可 知 对 应 的 
波形 有 许多 驼峰 . 从 这 些 现象 再 结合 后 面 的 线性 色散 分 析 可 以 推测 , 随 着 0Q 从 图 
7-7(a) 中 的 值 开 始 减 小 ,新 的 滞后 曲线 复 不 断 出 现 ,它们 占据 的 0 参数 区 越 来 越 
7E ,每 出 现 一 簇 滞后 曲线 ,相应 曲线 的 下 分 支 上 波形 就 增加 一 个 驼峰 , 相 轨 道 增加 
一 周 ,预料 到 Q->0 时 波形 将 有 无 穷 多 个 驼峰 , 相 图 上 轨道 绕 无 穷 多 周 . 在 非 线性 时 
序 系统 中 相 轨 道 周 数 在 参数 空间 中 逐一 增加 的 现象 被 称 为 绕 数 分 贫 (winding 
number bifurcation). 

事实 上 BERLIOS ETEMA — HE Jes HB EX FA Se EB 3 — SR V Joi 
线 的 下 分 支 时 ,对 同一 得 S 形 滞后 曲线 ,从 下 分 支 到 上 分 支 , 也 发 后 了 绕 数 分 贫 , 例 
如 对 应 图 7-7(a) 中 的 滞后 曲线 ,在 下 分 支 上 相 轨 道 有 2 周 , 到 上 分 支 发 展 成 3 周 ， 
(b) 中 的 则 从 下 分 支 的 3 周 发 展 到 上 分 支 的 4 周 . 如 此 等 等 . 与 绕 数 分 岔 对 应 ， 
点 (z) 的 波 数 谱 中 分 波谱 线 也 相应 地 增强 ,例如 相 轨 道 从 2 周 变 成 3 周 时 ,一 3 的 
谱 线 显著 增高 . 图 7-10 是 Q=0.56,s 一 0.08 时 稳定 定 态 波 d.C c QD RB 
(al,(b) 分 别 位 于 S 形 滞后 曲线 的 下 分 支 和 上 分 支 ,在 这 组 参数 下 ,下 分 支 (a) 中 定 
态 波 的 & 二 2 谱 线 甚至 超过 了 k=l 谱 线 的 高 度 , 上 分 支 (b) 中 8 二 3 谱 线 也 超过 了 
k=2 的 高 度 , 这 样 的 现象 用 微 扰 论 是 难以 解释 的 . 
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图 7-10 系统 (7- 47) 在 相同 (Q,e) 参 数 下 位 于 S 形 滞后 曲线 下 分 支 和 上 分 支 的 
稳定 定 态 波 解 如 (x) 的 波 数 谱 h (k) 
((2—0. 56,7 0. 08) 
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有 迹象 表明 , 定 态 ASE SY J RR A LE 7-7 上 看 到 的 两 级 台阶 , 随 着 驱动 
强度 e 的 增加 ,有 可 能 存在 更 多 的 甚至 无 穷 个 滞后 台阶 . 这 一 猜测 可 以 从 驱动 - 耗 
AX KdV 模型 的 结果 得 到 支持 :”' ,方程 为 

9$ + a9. E of 

ot 
周期 驱动 Fo cun AE Ha MENGE. E ACE Spt TCHR WES UR 
VEI SL UE sn? Ge.z 一 wx) 的 形式 .但 去 掉 了 其 中 的 非 零 常数 部 分 . 将 驱动 函数 写 做 


rts — y$ —gF(x — ut), (7-54) 


N 
F(x) = S Acosar), (7-55) 
n=l 


驱动 周期 工 = 2/8 G0 K F 8 18] RR sn(zlc) 的 宗 量 e TE 0 时 ,sn(z) 一 
sin(x). BÉ x 增加 sn Cao fa, d Bc li d WEE A) EE LE 1 时 sn(x) 一 sech(x). 此 时 
了 驱动 力 就 像 一 个 孤立 子 , 方 程 (?-54) 就 像 是 描写 非 线 性 介质 对 人 射 粒子 的 啊 应 . 

在 随 波 坐 标 系 £c ut 中 系统 (7-54) 的 定 态 波 模式 也 满足 一 组 耦合 非 线 性 
代数 方程 ,类 似 于 方程 (7-52) ,由 此 可 求 出 系统 的 定 态 波 解 . 取 定 “ 值 ,得 到 定 态 波 
能 量 E, 作为 驱动 强度 e 的 函数 ,在 图 7-11 上 它 是 一 条 多 级 台阶 的 滞后 曲线 ,每 两 
级 台阶 都 由 一 条 负 和 斜率 分 支 连接 , 像 图 中 这 样 的 滞后 曲线 也 可 以 找到 一 艇 ,每 一 条 
都 对 应 不 同 的 4 值 ,为 清晰 起 见 , 这 里 只 画 出 了 一 条 . 注意 图 7-11 是 对 数 坐 标 ,e 越 
大 ,两 个 台阶 之 间 的 跨度 就 越 宽 . 
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图 7-11 驱动 - 耗 散 Kdv 方程 (7-54) 在 给 定 x 时 定 态 波 解 的 能 量 E. 作为 e 的 函数 
(ac —1.0./7 —6.0.y—0.1,u7—0. DD 


图 7-12 是 系统 (7-54) 的 稳定 定 态 波 解 ， IBERIA ,右边 是 d 加 /de 作为 
上 (6 函数 的 相 图 ,(a) 一 (c) 中 参数 分 别 为 s=0.7.6.0.21.0, 对 应 图 7-11 中 滞后 曲 
线 第 1,2,3 台阶 上 的 3 个 解 ， mati ADRA, 3,4 个 驼峰 , 相 轨 道 绕 2.3.4 
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周 . 不 言 而 喻 ,对 应 (a) 一 (c) 中 定 态 波 解 的 谱 函数 将 分 别 有 较 高 的 特征 谱 线 4 一 2， 
3.4. 显然 ,在 图 7-11 中 每 上 一 级 台阶 ,相应 波形 和 (8) 就 多 出 一 个 驼峰 , 相 轨 道 多 
发 展 出 一 周 ,这 样 , 随 着 驱动 强度 e 的 增加 , 定 态 波 解 也 出 现 了 绕 数 分 岔 . 


图 7-12 系统 (7-54) 稳 定 定 态 波 解 册 (5)( 左 ;和 它 的 相 图 ( 右 ) 
(a) u—0.1, e€= 0.7; Cb) u=0. 1. e=6.0; Cc) u=0.1, €=21.0 


7.2.3 REFERER 20 75 e 89 E E 7 E 


像 方程 (7- 47) 和 (7-54) 那 样 的 非 线性 波 方程 可 以 通过 数值 模拟 求解 ,需要 注 
意 的 是 ,因为 计算 机 舍 人 误差 不 可 避免 ,不 稳定 的 定 态 波 解 在 误差 扰动 下 将 失 稳 到 
其 他 形态 的 波 斑 图 , 它 本 身 不 能 在 模拟 中 实现 ,因此 在 数值 模拟 中 得 到 的 波动 解 对 
应 的 是 物理 上 可 实现 的 波动 状态 . 

对 于 周期 边界 问题 .用 寿 谱 方法 (pseudo-spectral method) 中 模拟 非 线 性 波动 
方程 (7- AT) 是 方便 的 ,该 方法 自动 保证 了 边界 的 周期 性 . 为 此 ,将 8x,w) 作 全 里 叶 
展开 (2x 周期 边界 ) 


K 
brit) = DAD, (7-56) 
k= K 


这 里 , 复 振幅 A WEA =A REAR ARK N=2"(m 是 正 整数 ), 它 与 傅 里 
叶 空 间 的 模式 数 K 满足 关系 N 二 2K. 为 模拟 求解 方程 (7- 47) ,将 展开 式 (7-56) 代 
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人 其 中 ,两 边 对 x 在 2x 周期 上 积分 ,利用 
[etta = 2x8(b — b), (7-57) 
得 到 模式 上 & 的 复 振幅 A;(7) 满 足 的 方程 为 
Za — ak! A, + ickA, CUR SAA + YA, 
一 S sin dk 一 1) 一 Ecos ar)ack —1)=0, 
(k= 0,2, ND (7-58) 
d(x) = lar = 0, 
laco = 0,r ÉQ. 
方程 (7-58) 是 一 组 无 穷 维 非 线 性 常 微分 方程 , 卷 积 求 和 项 DAA, 的 出 现 表 
ptq=ek 
明 ,只 要 满足 共振 条 件 p 十 g 二 上 ,模式 p,g EE ILES MBA MRK 的 运动 产生 
影响 ， 
夸 谱 方法 与 谱 方法 不 同 之 处 在 于 对 卷 积 项 的 处 理 ,一 般 地 将 卷 积 项 写 做 
wk) = D upv» (7-59) 
b'gq^k 


谱 方 法 需 在 pl ,lal 二 K 范围 内 对 所 有 满足 p 十 二 关系 的 模式 直接 作 卷 积 
求 和 ,耗费 机 时 ; 寿 谱 方法 则 在 每 一 个 时 间 步 长 上 将 谱 空 间 变 量 ua OO ,vtk) 作 传 里 
叶 反 变换 到 物理 空间 ,得 到 第 j 个 格 点 上 的 值 LV 后 ,在 物理 空间 中 作 局 域 积 
W;= UV,, GO=1,2,,N), (7- 60) 

然后 再 将 W; 变换 回 谱 空间 ， 

可 以 证 明 ,将 W, 变换 回 谱 空间 得 到 的 是 忆 (8) 十 wk 十 K) 十 wk 一 K) ,显然 ， 
除 所 需 的 卷 积 项 w() 之 外 还 多 出 了 两 项 ,wl 十 K) 和 wlk 一 K) ,它们 是 有 限 模式 
OK 引起 的 伪 相 干 项 , 即 所谓 的 混淆 Caliasing) 项 . 为 消除 伪 相 干 可 采用 去 伪 相 于 
(dealiasing) 技 术 , 方 法 是 将 谱 空间 向 短波 方向 适当 展 宽 , 并 在 |k| 之 K 处 将 u(&)， 
v CE) RE 0. 通常 采用 的 简单 作法 是 将 谱 空间 K — N/2 中 占 模式 总 数 1/3 的 短波 部 
HR 0, 就 可 以 避免 伪 相 干 项 ,得 到 所 需 的 卷 积 项 e UO ,代价 是 减少 了 计算 中 有 效 
模式 的 数目 . 


7.2.4 ”空间 相干 波动 解 和 淇 流 解 


在 节 7.2.2 中 我 们 求解 了 系统 (7- 47) 的 定 态 波 方程 (7-50) ,本 小 节 将 采用 虱 
谱 方 法 模拟 方程 (7-47) ,求解 $(x,t) 随 时 间 和 空间 的 演化 . 因为 系统 (7- 47) R 
动 和 耗 散 ,在 数值 模拟 时 ,对 于 给 定 参 数 (2,s), 从 某 个 初始 状态 Or t=O) KIB 
动 将 经 历 或 长 或 短 的 暂 态 才能 到 达 渐 近 态 . 模拟 得 到 的 渐 近 波 斑 图 6x t7 092 E 


这 里 


168 第 七 章 ”空间 相干 和 非 相 干 波动 解 


EREU ,在 参数 空间 中 观察 这 些 波 斑 图 有 如 附和 人 烟 海 ,眼花 综 乱 . SEE P RE 
助 波 能 E(z) 这 个 参量 ,我们 可 以 多 少 理 出 些 头 绪 ,E(1) 将 场 量 在 整个 空间 周期 积 
分 ,提炼 出 运动 的 时 间 演 化 信息 ,使 问题 大 为 明朗 . 

有 一 类 解 的 波动 能 量 EQ) 经 过 了 一 段 暂 态 ,最终 趋向 了 常数 值 ,如 图 7-13(a) 
所 示 |[ 本 图 和 图 7-14,16 和 17 中 的 纵 坐 标 AECO =ECt) — E(0) xE E(0)= 
7.333X10 “是 计算 中 所 取 初 始 波形 的 能 量 ], 图 7-13(Cb) 是 相应 的 渐 近 波 斑 图 , 它 
是 一 个 稳定 的 定 态 波 $s Cc — QU ,与 在 同样 参数 下 从 定 态 波 模 式 方程 (7-52) 得 到 
的 解 完 全 相同 ,其 能 量 落 在 相应 的 滞后 曲线 上 . 


Q= 0,525, £ = 0.06425 
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(a) 波 能 随时 间 的 演化 (b) 渐 近 态 的 波 斑 图 ec. n 


E] 7-13 ”数值 模拟 非 线 性 波 方程 (7- 47) 得 到 的 渐 近 波 能 为 常数 的 解 (Q 二 0. 525 ,二 0.06425) 


对 于 选 定 的 2 值 , 如 果 灌 后 曲线 上 所 有 的 定 态 波 解 都 是 稳定 的 ,我 们 可 以 将 s 
从 0 开始 步 进 地 增加 ,并 以 在 e 值 下 得 到 的 渐 近 解 作为 初 条 件 , 求 出 se 十 Ae 时 的 解 ， 
这 样 就 能 一 步 步 找到 整个 S 形 滞后 曲线 的 下 分 支 ; 在 。 越过 一 个 临界 值 es 时 (对 应 
滞后 下 分 支 的 末端 ) ,模拟 中 渐 近 能 量 会 突然 大 幅 跳 聊 ,这 是 因为 定 态 波 解 跃 迁 到 
了 S 形 滞后 曲线 的 上 分 支 的 缘故 ,在 图 7-13(a) 中 我 们 甚至 看 到 能 量 跳 跃 到 最 终 的 
定 态 之 前 还 曾 在 一 个 低 水 平 的 能 量 上 停留 了 较 长 时 间 , 它 对 应 滞后 下 分 支 附近 的 
暂 态 ; 如 果 我 们 以 如 图 7-13(a) 中 的 终 态 作为 初 条 件 , 步 进 地 减少 s 的 值 , 那 么 渐 近 
解 将 沿 滞后 曲线 的 上 分 支 改变 ,直到 eh FA — M P ei ET R PREX GE E f Je 
曲线 的 下 分 支 . EN UG. H ER Zr HE YE ES DLP 1380 88 2 Ae i a [LEX Ee SH 
滞后 曲线 的 负 和 斜率 分 支 上 的 解 从 来 不 会 在 数值 模拟 中 实现 ,它们 只 能 从 求解 定 态 
波 的 模式 方程 组 (7-52) 找 到 . 

在 一 些 参数 下 渐 近 解 对 应 的 能 量 (41) 不 是 定 态 , 相 应 的 波形 也 起 伏 不 定 . 最 
简单 的 非 定 态 波 动 显示 周期 振荡 的 波 能 (7) ,如 图 7-14(a) 所 示 , 相 应 的 渐 近 波动 
解 见 图 7-14(b) ,显然 此 时 运动 出 现 了 一 个 新 的 频率 . 对 于 一 定 范围 内 的 Q 值 ,从 0 
开始 增加 e, 我 们 可 以 清楚 地 看 到 渐 近 的 常数 能 量 如 何 失 稳 到 周期 振 沪 . 

图 7-15 中 国定 —0. 60. 45 HH UE SE E TES e 的 函数 的 一 个 典型 例子 , 实 线 表 
示 的 定 态 波 解 是 稳定 的 ,虚线 表示 定 态 波 解 没有 在 模拟 中 实现 ,实现 的 波动 能 量 为 
周期 振荡 ,其 振幅 的 极 大 和 极 小 值 由 一 对 圆圈 给 出 ,它们 就 像 一 串珠 子 穿 在 滞后 曲 
线 上 . 这 张 图 给 我 们 一 个 清楚 的 信息 : 像 图 7-14(b) 中 这 样 的 波 斑 图 正 是 从 定 态 波 
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Al! | Q = 0.6. £ = 0.0675 


0.008 


0.004 


| i 
(a) 浙 近 波 能 随时 间 的 演化 (b) 渐 近 态 的 波 斑 图 Go) 
图 7-14 数值 模拟 非 线性 波 方程 (7- 47) 得 到 的 渐 近 波 能 为 周期 振荡 的 解 (2 一 0. 6,e 一 0.0675) 


4 人 =0.60 


0.04 


0.02 


oo oas 010. 0.15 
E 7-15 渐 近 波 能 EE 的 状态 随 s 的 变化 (Q=0.60) 


解 失 稳 而 来 的 ,最 大 的 可 能 就 是 Hopf 失 稳 . 有 趣 的 是 , 随 着 驱动 强度 。 增加 ,周期 
振荡 的 振幅 先是 增加 ,后 来 反而 逐渐 减 小 ,最 终 又 稳定 化 到 常数 能 量 ,似乎 定 态 波 
解 先 经 历 过 一 次 Hopf 分 贫 ,而 后 又 经 历 了 一 次 道 Hopi DEE., 这 个 现象 在 第 八 
章 通 过 定 态 波 解 的 稳定 性 分 析 将 能 够 得 到 相当 满意 的 解释 . 

数值 模拟 中 还 观察 到 了 时 间 和 空间 行为 都 十 分 无 序 的 波 斑 图 ,它们 似乎 分 为 
两 类 ,典型 的 如 图 7-16 和 图 7-17 所 示 : 其 中 ,图 (a) 是 渐 近 波 能 随时 间 的 演化 ,图 
(b) 是 渐 近 波 斑 图 $Cr.0. A 7-17(c) 还 画 出 了 波谱 pw). 

AE 


0.04 


lili 


i 


(a) 渐 近 波 能 随时 间 的 演化 (b) 渐 近 态 的 波 斑 图 $ (x) 


图 7-16 数值 模拟 非 线性 波 方程 (7- 47) 得 到 的 渐 近 波 能 
小 幅 缓 慢 无 序 振荡 的 解 (Q==0. 35,e 一 0. 12) 
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图 7-16 中 的 波形 $ Ce OC ee ER IN PL 7-17 的 波动 变化 剧烈 ;两 类 波动 
的 能 量 ECO RSL AB OCF Be AG. AUG Sp AB TY E EE NS Ud ,波动 有 较 
长 的 特征 时 间 和 空间 尺度 ,后 者 波 能 在 快速 振荡 中 阵 发 地 出 现 一 些 宽 而 尖 的 高 峰 ， 


波动 的 频谱 $C LAE $96. 
AF | 


04. 


| ^ | 
Mff PT, a am et 


| 
| "PON" | 
(a) 渐 近 波 能 随时 间 的 演化 (b) 渐 近 态 的 波 坦 图 à Gr) 


| 2 3 4 o 
c) 渐 近 态 的 傅 里 叶 谱 


图 7-17 数值 模拟 非 线性 波 方程 (7- 47) 得 到 渐 近 波 能 大 幅 快 速 无 序 振荡 的 解 
(Q=0.525,e=0. 2) 

从 现象 上 看 ,图 7-16 BER AT A Pr CBS S5 im» E 7-17 Wa mo EE 
式 得 到 了 充分 的 激发 . 图 7-16 和 图 7-17 给 出 的 都 是 渐 近 态 的 结果 ,需要 注意 的 
是 ,在 有 的 参数 区 ,运动 的 暂 态 非常 长 ,在 暂 态 中 不 同 模式 间 迅 速 交 换 能 量 ,给 人 以 
运动 已 经 进入 混沌 渐 近 态 的 印象 ,但 轨道 却 突然 弛 驳 到 一 个 定 态 波 动 . 这 类 超 暂 态 
(supertransient) 现 象 在 时 序 系 统 中 已 有 观察 和 机 制 分 析 -"" ,在 这 里 的 波动 系 
统 中 也 观察 到 了 . 如 果 追 踪 的 时 间 不 够 长 ,这 种 和 情形 极 易 被 误 判 为 淇 流 态 , 得 不 到 
参数 空间 中 准确 的 状态 图 . 

从 上 面 数 值 模拟 得 到 的 一 个 重要 结果 是 , (稳定 和 不 稳定 的 ) 定 态 波动 解 在 参 
数 空间 的 某 些 区 域 中 以 波 能 的 滞后 形式 组 织 得 十 分 有 规律 .我 们 知道 ,滞后 是 一 个 
非常 普遍 的 现象 , 除 广为人知 的 光学 双 稳 和 多 稳 “- ”之 外 ,在 等 离子 体 "" 、 化 学 
反应 051、 液晶 2 系统 中 也 都 观察 到 庇 后 和 多 稳 现 象 . 例如 ,在 一 个 支持 非 线 性 漂 
移 波 传播 的 磁化 弱电 离 等 离子 体 放 电 实验 中 , 伏 安 曲线 就 有 多 稳 态 滞后 结构 一 ”. 
对 外 部 刺激 响应 的 多 稳 性 质 对 生命 过 程 也 非常 重要 ,研究 表明 ,无 论 是 在 人 工 的 还 
是 活体 的 神经 网 络 中 ,多 稳 态 都 是 记忆 存储 和 模式 识别 的 一 个 机 制 ， 
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讨论 多 稳 现 象 常 用 的 时 序 系统 模型 是 周期 驱动 的 达 芬 CDuffing) 方 程 5 
+d taet = feoslwt). (7-61) 

这 个 方程 是 为 解释 一 个 实验 *" 而 建立 的 .实验 中 将 钢 条 上 端 固定 在 支架 上 , 另 一 
端 自由 ,支架 沿 水 平方 向 以 频率 w 和 幅度 / 振动 .其 下 方 有 两 块 磁铁 ,在 支架 振动 
过 程 中 钢 条 自由 端 受 磁铁 的 作用 来 回 摆动 . 在 支架 运动 的 一 定 振动 频率 和 幅度 下 ， 
钢 条 的 摆动 变 得 十 分 混沌 . 文 [215j 在 对 Duffing 方程 (7- 61) 进 行 数值 研究 时 发 现 
摆动 幅度 x 随 参 数 (w, RUE IE OUR TE TRE X, ,一 簇 徐 滞 后 曲线 在 参数 (w./) 空 
间 中 形成 超级 结构 (super structure). 该 文 作者 指出 .这 个 现象 是 外 驱动 与 系统 内 
部 自由 度 非 线 性 共振 的 结 

非 线 性 波 方程 (7- 47) 与 驱动 Duffing 方程 (7- 61) 的 现象 如 此 相似 有 其 内 在 原 
因 ,如 果 限 于 讨论 形式 为 $8(1 二! 一 x/0) 的 波动 解 ,方程 (7- 47) 化 为 ** 


$ +p rpt sd? = deos(ar'). (7-62) 

这 里 ,微分 对 CT rss Zea fie MO MAM. 显然 , 它 就 是 一 个 有 二 次 非 线 

性 的 Duffing 类 型 的 方程 . 两 个 体系 在 物理 上 如 此 不 同 , 一 个 是 振动 ,一 个 是 波动 ， 

而 运动 规律 却 如 出 一 辆 ,制约 时 序 系 统 和 空间 延展 系统 中 的 非 线 性 运动 果真 有 统 

一 的 规律 吗 ?” 既 然 Duffing 系统 中 滞后 簇 的 出 现 可 归 因 于 外 周期 驱动 与 钢 条 运动 

内 部 自由 度 的 非 线性 共振 , 非 线 性 波 方程 (7- 47) 的 滞后 簇 很 可 能 也 是 外 驱动 波 与 
介质 内 部 运动 自由 度 出 现 非 线性 共振 的 结果 ,我 们 能 找到 证 据 支 持 这 一 推测 吗 ? 


7.2.5 线性 色散 和 非 线性 共振 


在 分 析 波 动 系统 的 现象 时 ,首先 想到 的 总 是 色散 关系 . 对 于 非 线 性 波动 方程 
(7-47) ,目前 所 能 讨论 的 是 线性 色散 ,希望 它 能 对 认识 模拟 中 观察 到 的 现象 有 所 局 
示 . 让 我 们 把 未 受 驱 动 的 系统 (7- 47) 看 做 为 一 个 非 线性 介质 ,例如 非 均 匀 磁 化 等 离 
子 体 , 它 允许 非 线 性 漂移 波 传播 . 假设 外 驱动 力 和 耗 散 小 到 可 忽略 , 且 初 始 时 介质 
中 的 电位 涨 落 ( 由 无 量 纲 化 变量 $ 描 述 ) 水 平 很 低 L18(x,1) 1 之 1], 在 这 些 条 件 下 ， 
方程 (7- 47) 中 的 非 线性 项 与 线性 项 比较 将 是 高 阶 小 量 , 介 质 中 的 波 传播 可 近似 由 
下 面 的 线性 色散 关系 描写 

w, = ck/(1— auk’), (7-63) 
Ets 1 表示 线性 近似 . 

根据 色散 关系 (7- 63) ,每 一 个 内 部 模式 &A 都 有 特定 的 线性 本 征 频率 co, ,因此 
对 应 有 二 1,2,…, 介 质 内 部 存在 无 穷 多 的 特征 频率 ck&/(1 一 ak*), 在 有 外 驱动 波 
esin(x 一 0Q21) 时 ,车 e 足够 小 ,没有 改变 线性 色散 (7- 63) ,那么 只 要 驱动 相 速 度 OS 
wi/k(k 二 1,2,…) 之 中 的 任何 一 个 相等 .共振 势必 出 现 , 模 式 振 幅 将 被 外 驱动 波 推 
高 .由 于 4 过 0, 显 然 如 果 0 从 一 个 大 的 值 逐 渐 减 小 , 它 会 遭遇 到 一 系列 共振 点 , 它 
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们 是 
Q (Rk) = cf — ak’). k=1.2,., (7- 64) 
在 每 一 个 2 GO EP a uic 5 £x VE fr ALBIS — P BU EE Ed. 

将 线性 色散 关系 (7- 63) 与 对 系统 (7- 47) 数 值 模 拟 结果 比较 .可 以 看 到 ,图 7-7 
cp 3p — $& f dn BEER , 正 是 相继 从 & 王 2,3,4,.… 的 线性 共振 点 Q^ (CA) 随 驱动 强度 e 
IVE RHE. 4r 2 UE 8j — FE ZR. B8 0 值 的 减 小 ,它们 的 负 和 斜率 分 支 逐 渐 

窄 , 终 至 消失 ,如 图 7-7(a) 中 最 大 一 秘 滞 后 曲线 ,在 0 二 0. 60 时 负 和 斜率 分 支 跨 过 
TA. 范围 , 随 着 0 减 小 ,下 分 支 和 上 分 支 的 末端 临界 = 值 之 差 es 一 el 逐渐 变 
Jv. O=O. 50 时 负 和 斜率 分 支 已 经 变 得 很 窗 . 临 界 值 s 和 gel 同时 向 线性 共振 点 
Q* (RE 一 2)<z0.465 收拢 . 类 似 地 :相应 图 rm 次 滞后 曲线 ,它们 的 负 和 斜率 分 
支 随 Q 减 小 向 共振 点 Q 7 (R=3)=~0. 279 收拢 . 

图 7-18 的 阴影 区 粗略 给 出 了 相应 图 7-7(a)~(c) 中 3 RH Je HL ZR TREE c 
占据 的 参数 区 ,包围 它们 的 左右 虚线 分 别 指示 滞后 曲线 下 分 支 和 上 分 支 末端 的 临 
FB en 和 sl， AN V ”标明 了 线性 共振 点 Q^ OBE. AAEH k= 
2,3,4,…, 共 画 了 8 个 点 .这 个 图 说 明 ,滞后 曲线 的 负 斜 率 分 支 ,就 像 一 条 条 舌头 ， 
从 一 系列 线性 共振 点 NR So Reb UR HG PUEDE BEAT 
i35. e — Ar ERTEH ICH Y —BEupG mik , 随 着 驱动 强度 e 的 增加 亦 即 非 线 
性 的 增强 ,它们 的 负 斜 率 分 支 逐 渐 展 宽 . 


0 02 0d - 06 
Q 
图 7-18 与 内 部 自由 度 线性 共振 的 驱动 相 速度 位 置 2 (4)( 横 轴 上 人 尖 角 ) 
和 兆 后 曲线 簇 负 斜率 分 支 占 据 的 参数 区 (虚线 包围 的 阴影 区 ) 


那么 ,为 什么 一 个 线性 共振 点 Q" Ch) ,在 非 线性 条 件 下 能 够 发 展 出 依赖 于 驱动 
参数 (Q,e) 的 ( 负 斜 率 ) 有 曲线 簇 ? 我 们 知道 ,在 线性 博 况 下 模式 的 本 征 频 率 只 与 介质 


自身 的 性 质 有 关 ,如 线性 色散 关系 (7- 63) Po, 仅 依赖 于 方程 (7-47) 左 边 各 项 的 系 
数 ; 随 着 驱动 强度 e 增 大 ,在 介质 中 传播 的 波动 幅度 增 大 ,方程 (7- 47) 中 的 非 线性 
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项 f$o$/ox 与 线性 项 可 以 抗衡 , 非 线性 的 存在 使 系统 的 色散 行为 偏离 了 线性 色散 
《7- 63)5 在 第 六 章 耗 散 系统 的 实例 中 ,我 们 已 经 看 到 模式 的 本 征 频率 因 非 线性 相 
互 作 用 发 生 改 变 , 改 变 的 大 小 与 定 态 下 的 波动 幅度 和 位 相等 因素 有 关 ,而 后 者 直接 
依赖 于 驱动 耗 散 等 外 参数 ,这 里 也 一 样 , 本 征 频率 的 非 线 性 改变 使 得 共振 不 会 局 限 
在 孤立 参数 点 T (A) 上 , 它 一 定 会 表现 为 一 种 依赖 于 某 种 波动 状态 本 身 的 共振 行 
为 ,在 这 里 也 就 是 依赖 于 驱动 参数 (2,s) 的 共振 行为 . 

数值 模拟 观察 到 的 一 些 与 滞后 相关 的 现象 ,也 支持 滞后 现象 与 非 线性 共振 有 
天 这 一 观点 ,这 里 非 线 性 共振 是 外 驱动 与 内 部 自由 度 之 间 出 现 的 共振 . 如 前 面 曾 提 
到 ,伴随 着 Q 减 小 时 出 现 的 一 系列 滞后 曲线 复发 生 了 绕 数 分 岔 ,在 相 图 7-9 Ca) 一 
《c) 中 的 绕 数 分 别 是 2,3 ,4 ,不 难 注意 到 ,它们 与 图 7-18 中 相应 参数 下 的 线性 共振 
的 波 数 & 分 别 相等 ;此 外 ,在 湛 后 曲线 的 同一 正 斜 率 分 文 上 相 轨 道 都 有 相同 的 绕 
数 , 这 提示 ,在 整个 分 支 上 外 驱动 波 都 强烈 地 推 高 了 同一 个 "模式 ” 这 里 在 模式 一 
词 上 加 了 引号 ,以 表示 在 非 线 性 条 件 下 模式 多 半 已 不 是 傅 里 叶 展 开 意 义 上 的 概念 
了 ,在 第 八 章 中 将 对 此 做 深入 分 析 . 

不 仅 随 驱动 波 的 相 速 度 Q 改变 出 现 了 一 系列 非 线 性 共振 ,在 同一 0 参数 下 ， 
随 着 强度 e 增加 .驱动 波 也 会 陆续 与 越 来 越 高 的 内 部 “模式 "发 生 共振 . 前 面 提 到 在 
图 7-12 的 情形 下 ,多 级 滞后 台阶 与 绕 数 分 佑 相关 ,以 及 波 数 谱 图 7-10 中 特征 峰 隧 
台阶 升 高 出 现 后 移 , 都 支持 这 一 观点 . 

这 样 ,在 数值 计算 中 观察 到 非 线性 波 方程 实例 中 关于 定 态 波 解 的 林林总总 的 
现象 ,如 随 参 数 改 变 时 成 匀 出 现 的 滞后 曲线 ,波形 中 蓄 峰 数 的 逐一 增加 , 绕 数 分 贫 ， 
波 数 谱 中 特征 峰 的 渐次 后 移 等 ,其 实 很 可 能 都 只 不 过 是 非 线性 共振 在 不 同方 面 的 
表现 而 已 . 滞后 现象 在 物理 系统 中 十 分 常见 ,与 上 面 的 一 些 模 拟 结果 相似 的 其 他 现 
象 也 不 乏 实 例 , 以 强 激光 与 原子 相互 作用 的 高 次 谐 波 激发 为 例 . 随 着 人 射 光 强度 增 
高 ,激发 出 的 高 次 谐 波 谱 线 强 度 有 可 能 超过 低 次 谐 波 的 ,例如 二 倍 频 ( 双 光 子 ) 的 强 
度 高 于 基 频 的 ,三 倍 频 (3 光子 ) 的 强度 高 于 二 倍 频 的 等 等 * ,非常 类 似 于 上 面 列 
举 的 与 绕 数 分 倪 相 关 的 波谱 特征 峰 渐 次 后 移 现象 ,是 微 扰 论 不 能 解释 的 . 虽然 这 类 
非 线 性 光学 现象 涉及 微观 系统 中 的 运动 .但 在 动力 学 上 是 否 与 经 典 系统 也 有 相通 
之 处 ?抑或 它们 也 是 人 射 光 与 原子 内 部 自由 度 非 线性 共振 的 结案 ? 

那么 ,有 没有 可 能 建立 起 非 线 性 色散 的 数学 表达 ?诚然 ,也 许 我 们 还 难以 在 普 
遍 意 义 上 做 到 这 一 点 ,但 辕 于 特定 的 或 一 类 波动 方程 ,还 是 有 可 能 的 . 下 一 章 我 们 
将 以 一 维 非 线性 漂移 波 模 型 (7- 47) 为 例 , 建 立 它 的 非 线性 色散 关系 ,并 与 数值 模拟 
结果 作 比 较 , 以 便 更 深入 地 认识 这 里 观察 到 的 非 线 性 共振 等 现象 


7.2.6 WEISE 


将 数值 模拟 方程 (7- 47) 得 到 的 渐 近 波动 解 5Cx.1) 按 能 量 状态 不 同 标记 在 
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42,e) 人 参数 空间 ,会 发 现 一 些 有 趣 的 现象 . 图 7-19 就 是 这 样 一 张 状 态 图 ” , 渐 近 能 
量 为 定常 E. 的 状态 用 浅 色 点 标记 ,能 量 E(4) 为 非 定常 (包括 周期 和 混沌 ) 的 状态 
用 深 色 点 标记 . 十 分 引 人 瞩 目的 是 , 深 色 圆 点 在 参数 (0,e) 空 间 成 片 地 出 现 , 形 成 了 
超级 结构 ,在 状态 图 上 可 看 到 4 个 这 样 的 结构 ,它们 的 宽度 随 o 逐渐 减 小 ,似乎 
遵循 着 某 种 规律 . 

将 线性 共振 点 O° (8) 的 位 置 标 在 图 7-19 H e—0 轴 上 (实心 三 角形 , 自 右 至 左 
k 二 2,3,4,…), 容 易 发 现 , 它 们 与 出 现 非 定 态 波 解 的 参数 区 形成 的 超级 结构 明显 相 
X. 显然 ,每 一 个 超级 结构 后 面 都 “ 典 ” 有 一 复 灌 后 曲线 ,例如 图 中 右 起 第 一 个 也 是 
最 大 的 一 个 超级 结构 就 对 应 图 7-7(a) 中 那 复 最 大 的 滞后 曲线 , 右 起 第 二 个 超级 结 
构 则 对 应 图 7-7(b) 中 那 徐 滞后 曲线 ，…… . 前 面 说 过 , 随 0 减 小 ,应 该 有 无 穷 多 艇 
滞后 曲线 ,预料 在 图 7-19 上 也 相应 有 无 穷 多 个 波动 解 为 非 定 态 的 超级 结构 ,只 是 
随 着 0Q 减 小 ,这 些 结 构 所 占据 的 0 范围 越 来 越 窄 . 支持 超级 结构 与 河 后 曲线 艇 之 
闻 存 在 相关 的 另 一 个 证 据 是 ,在 图 7-19 最 大 超级 结构 右边 的 参数 区 ,数值 模拟 没 
有 发 现 非 定 态 的 波动 解 , 也 没有 观察 到 滞后 现象 . 看 来 , 非 定 态 波 动 解 包括 水 流 解 
似乎 与 滞后 现象 有 着 不 同 寻常 的 内 在 联系 . 
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图 7-19 在 参数 (0.e) 空 间 中 系统 (7- 47) 的 波动 状态 图 


图 7-19 中 消 流 解 与 滞后 之 间 的 相关 不 是 一 个 孤 例 ,事实 上 ,在 节 7.2. 4 中 提 
到 的 很 多 出 现 灌 后 的 系统 中 都 同时 观察 到 了 混沌 或 时 空 混沌 的 运动 ,其 
中 文 [109] 还 明确 指出 多 稳 态 与 混沌 运动 的 出 现 之 间 存 在 联系 . 这 个 现象 为 探索 注 
流 起 因 提 供 了 -一 条 极为 重要 的 线索 ,有 理由 问 : 定 态 波 解 失 稳 并 最 终 发 展 成 满 流 ， 
是 否 与 滞后 曲线 上 的 某 些 特殊 状态 密切 相关 呢 ? 在 第 十 章 中 我 们 将 指出 ,位 于 S 
形 兴 后 曲线 负 和 斜率 分 支 上 的 不 稳定 定 态 波 解 , 记 为 p G0 Q0 ,在 系统 的 运动 状态 
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现 的 参数 区 如 此 密切 相关 的 原因 ， 

不 过 ,这 人 句 话 不 能 反 过 来 说 ,因为 汗 后 现象 的 出 现 似乎 并 不 总 是 意味 着 混沌 和 
im Ui. 驱动 KdV 方程 (7-54) 中 虽然 也 有 滞后 出 现 ,也 观察 到 定 态 波 解 失 稳 到 周期 
振荡 的 现象 , 却 没有 发 现 混沌 和 满 流 解 . 是 数值 模拟 中 扫描 的 参数 范围 有 限 , 还 是 
未 加 驱动 和 耗 散 时 的 KdV 方程 与 非 线 性 漂移 波 方 程 在 可 积 性 质 上 的 差别 使 然 ? 
目前 还 不 得 而 知 ， 

在 试图 讨论 非 线 性 波 的 动力 学 时 ,笔者 曾 有 一 种 找 不 到 “交点 "的 感觉 . 在 时 序 
非 线 性 系统 中 ,“ 支 点 ”是 相 空 间 中 的 不 动 点 ,它们 是 系统 的 平衡 态 ,如 单 氛 的 平衡 
态 或 Duffing 系统 中 钢 条 的 静止 状态 ,人 们 从 这 里 出 发 开始 讨论 非 线 性 动力 学 ; 然 
而 我 们 关心 的 波动 现象 ,特别 是 在 行 波 情形 下 ,物理量 随时 间 和 空间 总 是 在 变化 ， 
平衡 态 在 哪里 ”图 7-15 中 的 现象 提示 ,我们 似乎 应 该 从 定 态 波 解 出 发 开始 讨论 系 
统 的 动力 学 ,因为 它 相 应 的 能 量 E 就 是 一 个 与 时 间 无 关 的 平衡 能 量 ,如 果 在 波动 
问题 中 也 有 所 谓 的 分 岔 现象 的 话 , 它 应 该 从 定 态 波 解 的 失 稳 开 始 , 如 是 , 定 态 波 能 
量 E,(e) 的 一 复 复 滞后 曲线 就 为 我 们 在 参数 (2,e) 空 间 中 讨论 定 态 波 解 的 分 贫 提 
供 了 一 条 按 图 索 双 的 纲 . 不 过 问题 是 .系统 (7- 47) 的 定 态 波 解 加 (x 一 Q27) 是 一 个 以 
一 定 群 速度 运动 的 有 确定 形状 的 空间 结构 ,如 何 将 它 与 时 序 系统 中 不 动 点 的 概念 
联系 起 来 呢 ? 只 有 解决 这 个 问题 . 才 有 了 赖 以 分 析 非 线性 波 的 动力 学 行为 的 支点 ， 
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对 于 非 线 性 时 序 系 统 , 无 论 是 映射 ,还 是 耦合 常 微分 方程 组 ,在 讨论 它们 的 动 
力学 性 质 时 ,首先 总 是 要 寻找 方程 的 不 动 点 , 即 系统 与 时 间 无 关 的 定 态 解 , 然 后 分 
析 这 个 不 动 点 是 否 稳定 , 为 此 要 对 它 施 以 微 扰 ,如 果 从 微 扰 的 线性 化 方程 得 到 初始 
扰动 随时 间 指 数 衰减 ,这 个 不 动 点 就 是 稳定 的 ,反之 ,如 果 初 始 扰动 随时 间 增 长 ,这 
个 不 动 点 就 是 不 稳定 的 ;在 摘 清 楚 微 扰 的 本 征 行为 以 后 ,再 计 人 扰动 的 非 线性 来 分 
析 系 统 在 远离 平衡 态 时 的 动力 学 性 质 . 非 线 性 时 序 系统 干 变 万 化 的 动力 学 行为 实 
际 上 完全 是 在 不 动 点 上 扰动 演化 的 表现 ,不 动 点 本 身 是 个 平衡 态 ,不 包含 任何 有 关 
时 间 的 信息 .那么 ,对 于 空间 延展 系统 ,是 否 也 存在 这 样 的 不 动 点 ? 如 果 存 在 ,我 们 
也 可 通过 对 其 扰动 来 讨论 系统 的 非 线 性 动力 学 吗 ? 

容易 想到 ,很 多 空间 延展 系统 都 允许 存在 未 知 函 数 不 随 空间 变量 改变 的 均匀 
状态 ,在 这 个 状态 下 系统 没有 任何 空间 结构 , 待 解 阻 数 在 空间 各 点 上 都 是 时 间 的 定 
态 .研究 空间 延展 系统 中 这 样 一 个 平凡 状态 的 诱 人 之 处 是 希望 回答 这 样 一 个 问题 : 
为 什么 一 些 系统 的 空间 均匀 态 在 临界 参数 处 会 突然 被 破坏 ,出 现 对 称 破 缺 (sym- 
metry break) ,自发 地 生长 出 某 种 形态 的 空间 结构 . 在 非 线性 动力 学 中 这 类 课题 归 
为 “ 斑 图 选择 ”(pattern selection). 

然而 , 当 介质 中 有 波 传播 时 ,空间 已 不 再 均匀 ,系统 在 空间 上 也 包括 时 间 上 的 
对 称 性 都 受到 了 破坏 . 这 样 一 个 有 波 ( 如 行 波 ) 传 播 的 状态 似乎 与 “不 动 * 这 两 个 字 
天 然 不 相 容 . 找 不 到 不 动 点 ,也 就 失去 了 支点 ,难以 应 用 在 研究 时 序 系统 非 线性 问 
题 时 已 经 得 到 的 丰硕 成 果 . 因此 ,在 波动 系统 中 是 否 存 在 不 动 点 是 探讨 它 的 动力 学 
首先 要 破解 的 关键 问题 . 

细心 的 读者 可 能 已 经 发 现 , 上 面 的 叙述 中 一 个 重要 概念 被 偷 换 了 : 在 时 序 系 
统 的 非 线性 动力 学 理论 中 ,所 谓 不 动 点 指 的 是 相 空间 中 的 一 个 点 ,在 这 个 相 点 上 物 
理 量 不 随时 间 改 变 , 它 与 在 坐标 空间 中 物理 量 不 随时 间 变 化 的 点 在 概念 上 一 般 是 
有 差别 的 ,例如 在 驻 波 的 驻 点 上 物理 量 不 随时 间 改 变 , 但 这 样 的 点 并 不 是 非 线 性 动 
力学 中 所 说 的 不 动 点 . 不 过 ,在 下 述 条 件 下 二 者 得 到 统一 : 如 果 函 数 是 一 个 冻结 了 
的 空间 结构 ,在 所 有 坐标 点 上 物理 量 都 不 随时 间 改 变 , 那 么 它 的 所 有 模式 (如 周期 
边界 问题 中 的 傅 里 叶 模式 ) 振 幅 和 位 相 都 是 时 间 的 常数 ,因此 一 个 不 变 的 空间 结构 
在 由 模式 所 构建 的 无 穷 维 相 空间 中 对 应 一 个 不 动 点 . 这 样 ,为 分 析 空 间 延 展 系 统 中 
的 非 线性 动力 学 我 们 所 要 找 的 "支点 ”, 可 以 是 系统 中 一 个 不 变 的 空间 结构 . 
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事实 上 ,在 非 线性 波动 系统 中 ,这 样 的 空间 结构 解 屡 见 不 鲜 ,只 是 需要 在 恰当 
的 坐标 系 中 观察 ,如 第 七 章 中 保守 系统 的 孤立 波 类 型 解 或 耗 散 系统 的 定 态 波 解 , 它 
们 都 依赖 于 时 间 和 空间 的 一 个 组 合 变量 ,如 $— 4. CE m — et). 当 随 波 观 察 时 ,这样 
的 状态 都 是 一 些 冻 结 的 结构 ,好 比 山峰 和 山谷 .因此 只 要 选择 随 波 坐 标 系 ,孤立 波 
或 者 类 似 的 定 态 波 结构 都 对 应 相 空 间 中 的 一 个 不 动 点 . 空间 延展 系统 一 旦 在 不 动 
点 问题 上 与 时 序 系统 对 接 . 从 动力 学 的 观点 ,二 者 就 没有 什么 本 质 的 区 别 了 : 相 空 
间 不 动 点 的 稳定 性 问题 就 对 应 于 定 态 波 的 稳定 性 问题 ,对 不 动 点 的 扰动 ,就 对 应 于 
对 定 态 波 的 扰动 ,如 此 等 等 . 

本 章 先 利用 一 个 反应 扩散 系统 模型 简要 介绍 从 均匀 态 的 自发 对 称 破 缺 和 相关 
的 斑 图 选择 ,其实 , 若 在 随 波 坐标 系 中 观察 ,那些 孤立 波 类 型 的 定 态 波 解 也 是 空间 
均匀 态 出 现 对 称 破 缺 的 结果 . 本 章 的 重点 将 放 在 定 态 波 解 的 稳定 性 分 析 上 ,以 驱 
动 - 耗 散 的 非 线 性 漂移 波 为 模型 ,建立 起 系统 的 非 线 性 色散 关系 ,为 此 需要 对 定 态 
波 施 以 微 扰 ,讨论 微 扰 的 线性 演化 . 采用 这 个 方法 研究 ,发 现 定 态 波 解 就 像 一 个 势 
阱 , 它 的 存在 将 改变 微 扰 的 本 征 行为 , 亦 即 系统 的 色散 关系 将 因 这 个 势 阱 的 存在 而 
出 现 非 线性 改变 . 具体 地 说 ,在 恰当 的 表象 下 线性 微 扰 的 本 征 行为 可 以 用 一 组 独立 
的 复 振子 表示 .数目 与 系统 自由 度数 相同 ,可 将 这 些 复 振子 称 为 * 准 模 ”(quasi- 
mode) > ,本章 找 到 的 定 态 波 解 的 两 种 可 能 的 失 稳 方式 一 一 鞍 结 点 失 稳 和 Hopf K 
稳 ,都 与 对 定 态 波 扰动 的 某 个 特征 准 模 及 其 色散 行为 在 参数 空间 中 出 现 奇 异性 有 关 . 
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8.1.1 空间 均匀 态 的 对 称 破 缺 


广义 地 说 , 班 图 选择 包括 了 统计 力学 和 动力 学 的 许多 课题 ,在 非 平 衡 统 计 方 
面 , 如 冰晶 生长 成 雪花 形状 ,电解 液 中 的 金属 离子 在 电极 上 沉积 成 树 状 结构 ,或 者 
不 太 黏 滞 的 液体 在 缓慢 进入 夭 汪 液体 时 形成 的 手指 状 枝 权 (fingering) 等 ,统称 为 
分 形 (fractalD) 生 长 问题 ;有 一 些 评论 文章 则 将 动力 学 系统 中 各 种 时 空 斑 图 ,包括 弱 
DETIENE NN CRI ERU SUMERET E qo I TN: 
较为 狭窄 的 意义 上 使 用 的 . 它 指 的 是 参数 改变 时 空间 均匀 态 自发 出 现 空间 结构 这 
一 现象 ,理论 上 要 探讨 的 一 个 关键 问题 是 ,系统 选择 这 个 特征 尺度 而 不 是 那个 特征 
尺度 的 空间 结构 的 原因 . 

在 动力 学 系统 中 均匀 态 自发 对 称 破 缺 的 现象 比比 丝 是 ,如 前 面 提 到 过 的 Ray- 
leigh-Bénard 对 流 装置 中 , 随 薄 层 液体 上 下 表面 的 温差 加 大 ,原本 均匀 的 速度 场 发 
生 了 空间 对 称 破 缺 ,在 水 平方 向 上 呈现 出 一 定 尺度 的 六 角形 结构 . 还 有 不 少 关于 斑 
图 选择 的 研究 课题 讨论 的 是 化 学 和 生物 学 中 的 现象 ,化 学 反应 中 出 现 的 结构 ， 
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生物 世界 中 绚丽 多 彩 的 昆虫 翅膀 和 哺乳 动物 皮毛 的 斑纹 ,都 是 相关 研究 捕捉 的 目 
标 . 通过 一 些 数学 模型 (如 反应 扩散 方程 ) 人 们 其 至 可 以 将 这 些 斑 纹 惟 妙 惟 肖 地 模 
拟 出 来 7. 如 此 复杂 的 化 学 和 生物 现象 能 由 非常 简单 的 数学 模型 再 现 , 这 个 事实 
本 身 或 许 比 模 拟 的 具体 结果 更 而 人 了 于 味 . 事实 上 ,一 个 生物 体 从 各 向 同性 受精 卵 开 
始 发 育成 具有 各 种 功能 的 成 熟 个 体 ,就 经 历 过 一 连 串 形态 和 功能 的 对 称 破 缺 . 除 出 
现 及 体 这 类 显而易见 的 对 称 破 缺 外 ,微观 上 细胞 也 会 出 现 所 谓 极 化 的 对 称 破 缺 过 
程 , 例 如 在 发 展 成 肠 道 内 皮 细 胞 之 前 这 些 细胞 也 曾 是 各 向 同性 的 . 

空间 均匀 态 为 什么 会 自发 地 出 现 对 称 破 缺 呢 ?” 让 我 们 以 化 学 反应 扩散 系统 为 
例 探讨 这 个 问题 ,假设 系统 由 两 种 物质 成 分 组 成 ,每 一 种 成 分 在 扩散 过 程 中 还 与 男 
一 种 成 分 发 生 反 应 . 初始 时 各 自 的 浓度 都 是 均匀 的 ,不 显示 任何 空间 结构 . 随 着 时 
间 的 演进 ,浓度 在 空间 中 的 分 布 自发 地 出 现 一 定 的 结构 ,其 特征 尺度 大 小 依赖 于 肥 
应 速率 等 参数 . 从 非 线性 动力 学 的 观点 来 看 .空间 均匀 态 不 能 维持 ,一 定 是 因为 在 
一 定 条 件 下 这 个 状态 出 现 了 不 稳定 性 . 

将 两 种 物质 成 分 的 浓度 分 别 表示 为 Cx, 站 和 C(x,1) ,它们 随时 间 的 变化 满 
足 反 应 扩散 方程 “ 


9C. — FC. COED VC. (8-la) 
ot 
E = FCC) C) + D: VIC. (8-1b) 


这 里 ,D, 2) 90 EB PY ALD BR Fa d t t EBLBU SY R EL] — BF 
线性 地 依赖 于 浓度 C, AIC. 
设 初 始 时 系统 (8-1) 处 于 空间 均匀 态 . 浓 度 分 别 为 Oi 和 Cz. ,它们 是 系统 的 定 
AS .满足 定 态 方程 
aC,.. 
ot 
现 假设 两 种 成 分 的 浓度 都 从 定 态 有 个 小 偏离 , 即 有 C, c0 SH Ca to OG = 1. 
2) ,代入 方程 (8-1) .保留 到 扰动 量 On D es Oc OM RE, Bl 
Oc) 


=0. j= 1.2. (8-2) 


at = Face ct Feo +D Vio. (8-3a) 
OCs ; ; 2. at 
Br = Psi cy + Foes +D: V Cos (8 3b) 


ix H.E, —9F,/3C,.G.j—1.2). 

考虑 长 度 为 上 的 一 维 问题 ,将 其 周期 性 地 延 拓 到 无 穷 空 间 , 就 可 以 将 各 变量 展 
开 为 模式 之 和 . 其 中 空间 均匀 态 C1, 和 C3., 的 展开 中 只 有 波 数 为 0 的 项 不 等 于 0， 
这 个 状态 是 无 穷 维 模式 空间 中 的 一 个 不 动 点 ,对 均匀 态 的 扰动 也 就 是 对 模式 空间 
中 这 个 不 动 点 的 扰动 . 扰动 同样 是 空间 延展 量 , 因 此 也 可 展开 作 不 同 尺度 的 模式 
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c, Cr.) = aia Ga GO, i=l. 


这 里 &—2nj/LG 1.2.09) ,CCz) 是 恰当 的 正 交 完备 函数 系 , 在 这 里 周期 边界 
ANE P up — ff eR. 
将 展开 式 (8- 4) 代 入 方程 (8-3) ,导出 振幅 au ass TAL BE 
da: 


~ 
" 


(8- 4) 


di = Fuai4€QQ Fpa: t) — D, k as), ‘(8-5a) 
da», 2 
dr = Faai Ct} Fsas4€() — Dok? an, (1). (8-5b) 


假设 方程 的 解 随时 间 变 化 有 指数 形式 au Ha 00 e = 1.2) (CAL EAE 
得 到 
àa O) = Foaia (0) + Fas(0) — D ka, (0). (8- 6a) 
Aas4 (00) = Fauai 40) — Fs a4(00 — Dok? as, (0). (8- 6b) 
由 aj.: 有 非 零 解 的 条 件 找到 4 满足 的 本 征 方程 为 
A 二 ALE CD + D) — Fy, — Fo J +CD Dk? — Fy, Dy — Fe Dy) 
+ Fy, Fa — Fy Fs, = 0. (8-7) 
关系 式 (8-7) 就 是 系统 (8-1) 的 色散 关系 .我 们 注意 到 , 它 不 仅 依赖 于 系统 的 参 
数 . 如 扩散 系数 D. ,D; .还 依赖 于 未 扰 时 系统 的 状态 ,因为 FL IEEE S Co Cua b 
取 值 的 ,色散 关系 (8-7) 的 这 一 特点 是 系统 的 非 线性 性 质 带 来 的 . 对 特定 模式 &， 式 
《8-7) 有 两 个 本 征 值 解 ,如 果 它 们 是 复数 ,CA) = yu tien Wo, 是 波 数 为 & 的 模式 
在 介质 中 传播 的 频率 ,如 果 对 所 有 波 数 都 有 Yi 一 0, 系统 全 部 本 征 频 率 w (R= 1, 
2.…,co) 被 阻尼 ,那么 均匀 态 CAC. dé ka XE B s WR METI RHR 有 
Ye 之 0, 那 么 扰动 模式 &' 的 振幅 ais auc 将 随时 间 增 加 ,均匀 态 C. RI CS BE 
稳定 ,空间 对 称 破 缺 发 生 . 系统 最 终 的 斑 图 形态 将 由 6 Oc 0c e O RJ AE R TE W ME 
URGE. Bn A UE— 2b MIA AE. SEES Sos Bg a IR] BRE R BE SCIES AER UA RC 对 
应 的 尺度 . 


8.1.2 非 线 性 波 的 斑 图 选择 


在 分 析 空 间 均 匀 态 Ci 和 C;. 失 稳 的 原因 时 . 曾 对 它们 作 过 人 微 扰 , 在 这 个 问题 
中 微 扰 量 本 身 就 是 空间 延展 的 .c.: (x,1) 各 包含 了 无 穷 多 个 模式 . 与 非 线 性 时 序 系 
统 不 动 点 失 稳 时 的 情形 类 似 , 在 参数 变化 时 .并 非 所 有 模式 都 同时 失 稳 ,一 般 只 有 
一 个 或 有 限 个 模式 变 得 不 稳定 ,或 着 说 不 稳定 性 只 发 生 在 相 空间 的 少数 方向 上 . 与 
时 序 系统 不 同 的 只 是 ,在 系统 (8-1) 中 扰动 的 每 个 模式 都 对 应 一 个 特定 的 波 数 ,而 . 
失 稳 模式 的 波 数 就 决定 了 对 称 破 缺 后 空间 斑 图 的 特征 空间 尺度 . 

第 五 章 曾 介绍 过 有 关 滑 流 的 几 个 值得 注意 的 现象 ,其 中 一 个 就 是 对 称 性 随 参 
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数 的 改变 ,现在 让 我 们 从 对 称 性 的 角度 对 波动 现象 作 一 个 粗浅 的 分 析 . 以 驱动 - 耗 
散 非 线 性 漂移 波 系统 (7- 47) 为 例 , 在 驱动 强度 s=0 时 ,系统 的 渐 近 解 是 空间 均匀 
态 , 在 空间 任何 一 点 x 都 有 加 (x 人 ) 二 0( 在 等 离子 体系 统 中 这 就 是 扰动 电位 是 常数 


根据 第 七 章 介 绍 的 数值 模拟 结果 我 们 知道 ,在 es 不 太 大 时 .运动 总 是 好 豫 到 孤立 波 
样 的 定 态 波 解 点 (zx 一 20) 在 随 波 坐标 系 中 观察 ,它们 是 一 些 不 变 的 空间 结构 . 
这 就 是 说 ,原来 如 二 0 的 均匀 态 出 现 了 空间 对 称 破 缺 . 定 态 波 A (ES — QU HH 
振幅 和 位 相 {Ai ,9} 可 从 方程 (7-52) 解 出 ,它们 都 是 时 间 的 常数 ,因此 系统 首次 对 
称 破 缺 后 出 现 的 定 态 波 解 加 (xz 一 01) 在 随 波 坐标 系 Er Qt 中 对 应 相 空 间 中 的 
一 个 非 平 凡 不 动 点 ， 

系统 (7- 47) 的 定 态 波 解 加 (x 一 Q21) 的 出 现 是 外 驱动 波 和 耗 散 共 同 作 用 的 结 
果 , 驱 动 波 提供 了 一 个 惯性 坐标 系 £=r 一 Q1, 有 特定 的 运动 方向 ,在 这 个 坐标 系 中 
定 态 波 的 时 间 变 量 + 和 空间 变量 z 是 对 称 的 ,这 使 得 系统 (7- 47) 均 匀 态 的 失 稳 与 
化 学 反应 系统 (8-1) 中 的 自发 对 称 破 缺 有 所 区 别 , 不 过 在 两 个 系统 中 空间 结构 的 出 
现 都 是 非 线性 系统 自 组 织 的 结果 ,同样 存在 斑 图 选择 问题 

在 第 七 章 中 已 经 知道 , 随 0 减 小 ,系统 (7- 47) 的 定 态 波 解 9. CO IB ELE OE E 
的 驼峰 (图 7- 8) ,这 实际 上 就 是 一 种 斑 图 选择 . 这 个 现象 已 从 线性 色散 关系 初步 得 
到 了 理解 : 从 式 (7- 64) 知 道 , 在 e==0 B[. d Q— Q^ GO—c/O(O-— ak ,驱动 波 将 
与 介质 内 部 特征 空间 尺度 为 2x/k 的 傅 里 叶 模 式 发 生 共 振 ,在 有 限 e 时 ,共振 点 展 
宽 成 共振 带 ( 图 7-18) ;如 果 e 不 是 很 大 ,可 以 粗略 地 认为 共振 发 生 的 特征 空间 尺度 
与 线性 时 差别 不 大 ,每 一 个 共振 带 仍 对 应 一 个 特征 失 稳 “模式 ”, 它 的 “ 波 数 ”就 决定 
了 相应 定 态 波 解 中 驼峰 的 数目 . 因此 在 随 波 坐标 系 中 观察 ,这 里 的 情形 非常 类 似 于 
Rayleigh-Bénard 对 流 卷 或 Taylor 涡 旋 ,它们 都 出 现 了 具有 一 定 特征 空间 尺度 的 结 
FJ. 在 文 [2] 中 指出 ,与 这 些 结构 的 特征 尺度 相关 的 不 是 简单 传 里 叶 展 开 意义 上 的 
模式 ,而 是 一 种 准 模 . 在 本 章 后 面 ,结合 对 系统 (7- 47) 的 定 态 波 解 作 稳定 性 分 析 ,我 
们 将 对 准 模 提出 更 为 清晰 的 概念 . 

在 参数 变化 时 系统 (7- 47) 运 动 的 对 称 性 有 可 能 进一步 形 失 . 当 激 发 出 具有 一 
定 幅 度 的 定 态 波 加 (sz 一 04) 时 ,虽然 失去 了 空间 均匀 性 , 却 还 保留 了 空间 和 时 
间 之 间 的 某 种 对 称 . 下面 我 们 将 看 到 ,在 临界 参数 下 ,空间 和 时 间 的 对 称 性 不 再 能 
够 保持 ,系统 的 未 来 与 过 去 不 再 等 同 . 在 非 线性 波动 系统 中 对 称 性 的 这 一 破 缺 ,其 
实 就 是 定 态 波 解 如 (8) 作 为 相 空 间 中 的 一 个 非 平 凡 不 动 点 出 现 了 分 命 . 

因为 要 在 随 波 运动 的 坐标 系 中 讨论 波动 系统 (7- 47) ,相应 于 每 个 驱动 参数 值 
1, 都 要 建立 起 一 个 运动 速度 为 8 的 惯性 坐标 系 . 当 连 续 改 变 0 时 ,我 们 将 面临 无 
穷 多 个 这 样 的 惯性 系 ,它们 之 间 的 相对 速度 都 是 常数 . 因为 牛顿 定律 在 伽利略 变换 
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下 保持 不 变 , 在 讨论 非 线 性 波 的 动力 学 现象 和 规律 时 ,完全 可 以 放心 地 使 用 这 些 随 
波 运动 的 坐标 系 . 在 这 些 坐 标 系 中 观测 到 的 频率 相对 于 实验 室 坐标 系 出 现 了 多 普 
勒 移动 ,而 说 到 物理 规律 , 则 不 必 担 心 , 它 们 不 会 因 换 到 另 一 个 惯性 系 出 现任 何 
改变 . 


88.2. 定 态 波 解 的 稳定 性 分 析 


在 时 序 系统 中 ,在 不 动 点 ze 受到 扰动 时 , 它 本 身 并 没有 被 改变 ,我 们 只 是 根据 
扰动 ox 的 时 间 行 为 来 判断 不 动 点 ze 是 否 稳 定 . 对 于 波动 问题 ,这 个 事实 相应 地 应 
表述 为 : 如 果 说 一 个 定 态 波动 的 空间 结构 不 稳定 ,这 并 不 是 说 这 个 波动 解 不 复 存 
在 ,而 只 是 说 ,对 它 的 初始 扰动 将 被 放大 ,因此 未 扰 的 波动 状态 实际 上 不 能 被 观察 
到 ,换言之 这 个 状态 不 能 实现 . 这 在 任何 意义 上 都 不 是 说 ,理论 预言 的 那个 定 态 波 
解 本 身 已 经 改变 了 . 设想 我 们 真 的 能 够 无 限 精确 地 建立 起 这 样 一 个 定 态 波 解 的 波 
形 , 并 保证 它 不 受到 哪怕 是 无 穷 小 的 扰动 ,那么 这 个 波形 一 定 会 保持 它 的 形状 并 以 
理论 预言 的 群 速度 运动 . 可 惜 对 不 稳定 的 定 态 波 解 来 说 ,这 个 理想 状态 无 法 实现 ， 

在 时 序 系统 中 我 们 假设 不 动 点 受到 扰动 ,有 eC) = xy 9x CO ,对 应 波动 系统 
的 情形 就 是 定 态 波 解 (三 x 一 ut) 受 到 扰动 ,如 果 扰 动 变 量 在 线性 近似 下 幅度 随 
时 间 指 数 豪 减 , 我 们 就 说 定 态 波 解 加 (6) 是 稳定 的 ,否则 是 不 稳定 的 ， 

一 个 形式 为 加 (x 一 ut) 的 定 态 波 解 的 稳定 性 要 在 随 波 坐 标 系 中 分 析 , 还 有 一 个 
深层 原因 ,就 是 上 面 已 经 提 到 的 在 这 个 参照 系 中 定 态 波 解 关于 空间 x 和 时 间 t 是 
对 称 的 ,因此 也 只 有 在 这 个 参照 系 中 才能 搞 清楚 时 间 和 空间 的 对 称 性 是 怎样 出 现 
破 缺 的 . 波动 系统 中 的 许多 现象 在 随 定 态 波 的 坐标 系 中 都 可 以 得 到 满意 的 解释 ,也 
许 道理 就 在 这 里 . 


8.2.1 非 线性 色散 关系 


让 我 们 以 驱动 -阻尼 的 一 维 非 线性 漂移 波 模型 (7- 47) 为 例 , 对 它 的 定 态 波 解 
p (x 一 021) 作 稳定 性 分 析 . 在 上 一 章 中 已 经 知道 ,在 以 其 群 速度 运动 的 坐标 系 (& 二 
r—Qt.c— 0b ss WR 如 (8) 满 足 方程 38,(&)/8r 二 0. 对 于 给 定 参数 和 恰当 的 猿 
f& .$, C m f Hi up ER 


$, (6) = S Ascos(hé +) (8- 8) 

中 的 模式 振幅 和 位 相 14A, 0.1 TAEA SR Fe C7 520 f th ET (OE T 

相应 相 空间 中 的 一 个 不 动 点 . 对 于 同一 组 控制 参数 (2,e), 有 可 能 找到 多 个 定 态 波 
解 , 也 就 是 在 相 空 间 中 有 多 个 非 平凡 的 不 动 点 ， 

我 们 可 以 用 复 模式 的 振幅 和 位 相 的 一 组 值 {A, ,9;} 表 示 定 态 波 解 s CO TERES 
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闻 中 对 应 的 不 动 点 ,或 者 等 价 地 用 {X, 三 Aicos94,Y, 沽 Asin9,}) 这 一 组 值 来 表示 ,这 
里 X,Y 是 模式 Aie* 在 相 空 间 中 两 个 相互 正 交 方向 上 的 投影 , 一 个 有 NON 99) 
个 自由 度 的 波动 系统 , 它 的 定 态 波 解 作为 一 个 不 动 点 ,在 复 模式 空间 中 每 个 自由 度 
k 上 都 可 能 受到 扰动 ,因此 扰动 变量 是 一 个 有 ON 个 复 模式 的 空间 延展 量 , 其 演化 具 
有 波动 性 质 . 这 样 ,我 们 可 在 随 波 坐 标 系 中 将 系统 (7- 47) 的 任何 一 个 波动 解 写成 相 
应 参数 下 的 定 态 波 解 CD EXEC SICEURUT 2 ， 
PEt) = $y (E) + OPE), (8- 8) 
这 里 并 不 需要 限制 扰动 波 86 C6 AE. 862.0 EMS PA ON 个 自由 度 

自由 度 上 的 复 振 子 又 可 投影 在 两 个 正 交 的 实 方向 上 ,因此 不 动 点 受到 的 实 "n 
向 总 DET 2N 个 . 

这 一 假设 是 否 有 违 非 线性 系统 的 解 不 具有 可 加 性 这 一 原理 呢 ? 实际 上 ,将 波 
动 解 写 做 式 (8- 9) 与 可 加 性 这 一 话题 无 关 , 因 为 8%(6,r) 并 不 是 原 波动 方程 (7- 47) 
的 解 , 也 就 无 所 谓 解 的 可 加 性 问题 . 之 所 以 允许 作 这 样 的 分 解 ,只 是 因为 在 随 波 坐 
标 系 中 加 (8&) 不 依赖 于 时 间 , 若 将 式 (8- 9) 代 入 波动 方程 (7- 47) ;可 以 将 4$, CO 3 BS 
出 来 从 定 态 波 方程 (7-52) 求 解 , 同 时 找到 扰动 波 53(&,7) 单 向 地 与 定 态 波 s CO RS 
合 的 方程 如 下 


Ə | 3? | as$ 
site ae 2s n a a Se Jt mary: 
+ 786+ f E LA COME] + faf 2.9 = 0, (8-10) 


对 于 给 定 参数 , 先 由 方程 (7-52) 在 一 EIEEEI. 心 的 定 态 波 解 各 (6)， 
就 可 以 从 方程 (8-10) 求 解 扰动 5$(&,r) 从 某 个 初始 状态 的 演化 了 . 重要 的 是 ,扰动 
ik 88(e,r) 包 含 了 波动 系统 (7- 47) 随 时 间 演 化 的 全 部 信息 , 它 的 模式 是 活 牙 的 ,与 
之 相 比 , 定 态 波 解 加 (6) 的 模式 {Ai,0.} 不 是 活跃 模式 ,它们 不 携带 任何 时 间 
信息 . 

方程 (8-10) 中 扰动 波 58(&,7) 的 演化 不 光 依 赖 外 参数 ,还 依赖 在 同样 参数 下 的 
定 态 波 解 ICD ,在 给 定 外 参数 时 定 态 波 解 不 止 一 个 ,它们 在 随 波 坐 标 系 中 是 一 些 
冻结 的 空间 周期 结构 ,典型 地 见 图 7-13(b). 如 果 不 考虑 左边 最 后 一 项 ,方程 
(8-10) 的 形式 我 们 似曾相识 , 定 态 波 解 p OEHHA KME SE T9 7; 6 (2-320 f 
3 Bt V(x) 的 作用 ,因此 扰动 波 8$(&,7z) 一 定 也 会 像 量 子 波 函 数 那 样 ,被 * 势 阱 ”所 散 
Bj. 不 过 , 套 定 调 方 程 (2-32) 中 的 势 阱 V(x) 是 人 为 引进 的 ,而 方程 (8-10) 中 的 “ 势 
阱 ”po (8&) 则 是 在 公式 推导 中 自然 出 现 的 , 它 本 身 就 是 方程 (7- 47) 的 一 个 解 . 

让 我 们 再 将 方程 (8-10) 与 非 线性 薛 定 调 方 程 (3-77) 作 一 比较 , 非 线性 苹 定 调 
方程 中 起 势 阱 作用 的 是 因子 |E(x,1)1’, 它 与 方程 (8-10) 中 加 (一样, 是非 线性 自 
组 织 的 结果 ,以 势 阱 的 形式 表现 出 来 影响 系统 的 运动 ,不 过 , 非 线 性 苦 定 惫 方程 中 
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势 阱 的 形状 随 场 变量 E(Czr, 忆 即时 改变 ,就 这 一 点 来 讲 , 可 以 说 方程 (8-10) 与 薛 定 
刘 方 程 (2`32) 更 具 相 似 之 处 , 它 的 势 阱 形状 加 (8) 不 随时 间 改 变 . 

利用 薛 定 刘 方 程 讨 论 量子 力学 问题 时 , 常 假 设 各 种 形状 的 势 阱 V(x), 用 以 分 
析 粒 子 受到 的 不 同 散 射 作用 ;在 方程 (8-10) 中 势 阱 加 (&) 的 形状 随 外 部 参数 改变 ， 
它 对 扰动 波 的 散射 作用 也 随 之 改变 ,而 扰动 波 5$(&,7) 的 演化 关系 到 定 态 波 是 否 稳 
定 以 及 出 现 什么 样 的 不 稳定 性 的 问题 . 

虽然 在 导出 方程 (8-10) 时 并 没有 限定 扰动 波 是 小 量 ,在 对 定 态 波 加 (&) 作 稳定 
性 分 析 时 , 仍 逢 假设 15$| 才 | 各 |, 以 便 对 扰动 波 作 线性 近似 ,此 时 方程 (8-10) 中 关 


于 扰动 的 非 线 性 项 fob 5.58 5E p CO) 的 项 相 比 可 以 被 忽略 ,余下 的 方程 为 


Solita ss o6 -a2 [ita 


9 Jg. ay 9 [= 
2 ES Jat +e Se + 788 + FD coo ]- 0. 


ae | 
(8-11) 
上 标 1 表示 关于 小 作 了 线性 近似 .需要 强调 的 是 ,虽然 方程 (8-11) 关 于 09! 是 线性 
的 ,系统 (7- 47) 的 非 线 性 性 质 通 过 势 阱 由 (6) 仍 部 分 地 保留 在 方程 中 . 
先 考 虑 加 (8) 一 0 的 极限 情形 ,此 时 式 (8-11) 赔 化 为 常 系数 的 线性 波动 方程 ， 
若 将 扰动 波 展开 为 od (2.0) = Date 那么 这 些 模式 都 是 独立 运动 的 ,满足 
下 面 的 线性 色散 关系 ， 
A, =— y/QO — ak?) + ib[c/C1 — ak?) — A], (8-12) 
A, 的 虚 部 给 出 了 模式 & 的 线性 本 征 频 率 k[c/(1 一 a&) 0] ERS Y/ C1 ak?) H 
其 振幅 的 线性 增长 率 , 因 a L0 和 yy 之 0, 所 有 初始 扰动 模式 都 被 阻尼 . 其 实 式 
(8-12) 就 是 在 s= /一 0 时 系统 (7- 47) 的 色散 关系 ,只 是 在 随 波 坐 标 系 中 观察 ,与 在 
实验 室 坐 标 系 中 的 本 征 频 率 (7- 63) 相 比 ,模式 的 频率 出 现 了 多 普 勒 移动 AQ , 波 
Bk 越 高 ,移动 越 大 . 
利用 方程 (8-11) 可 以 讨论 扰动 波 59 (zx,1) 的 色散 行为 随 po CO 幅度 和 形状 改 
变 而 出 现 的 非 线性 变化 , 它 可 以 提供 相应 的 定 态 波 解 d. Co em ERE B LR. 因为 
在 给 定 Q 值 时 g (5) 的 能 量 E. 作为 e 的 图 数组 织 成 滞后 曲线 , 沿 这 些 曲线 进行 分 
析 是 方便 的 . 同一 条 灌 后 曲线 上 的 定 态 波 解 内 (zx 一 2:) 有 相同 的 群 速度 2 ,也 就 有 
相同 的 随 波 坐 标 系 .只 是 在 换 到 另 一 条 滞后 曲线 时 ,坐标 系 才 改变 ， 
让 我 们 将 线性 扰动 波 89.(&.t) 也 展开 为 侍 里 叶 模 式 之 和 (2x 周期 边界 ) 


N 
8j (6.0 = S GOexpli[££ +a) 1) +c c. (8-13) 
k=l 


这 里 模式 振幅 o, 和 位 相 a 是 实数 . EAP T SIEM ,以 保证 扰动 波 是 实 的 ,这 相 
PT 加 (8) 受到 来 自 十 两 个 方向 的 扰动 . 见 示意 图 8-1. 如 果 加 (6) 空间 不 对 称 , 它 
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对 来 自 不 同方 向 扰动 的 散射 作用 不 会 相同 . 


一 一 > 扰动 波 


WWWW WA 


= 6 


图 8-1 一 个 定 态 波 解 加 (&) 可 能 受到 来 自前 后 两 个 方向 扰动 的 示意 图 


将 展开 式 (8- 8) 和 (8-13) 代 入 方程 (8-11) ,得 到 一 组 关于 扰动 模式 振幅 和 位 相 
(b. sal ;的 演化 方程 如 下 
db, y 
dr 1 — ak? 


TN fk bas oo 
hb, d XI-— 5l 2,A b, sing, 一 ao 一 ce) 


+ > ADsin(b — a! — ai) 十 Ae sin(— 0, +a — a) > (8-14a) 


rojak 


da’, C fe | | | 
a. ap a | i-am oA diosa ak ) 


十 SJA bl cos(8, — al — a) + >) Ab, cos(— 0, +a} — a) , (8-14b) 


k= 1.2,.N. 
[5 7g YE Ub oh UK Rho, ) S SE S RENAL.) Z TRI E TE EE EE NS DR 
(8-140 8 2N Dr BA BE ES. 从 方程 中 的 求 和 项 可 见 , 只 要 满足 共振 三 PP 
(i 十 j 二 上 ,一 i 十 j= 二 有 ,i 一 j 二 上 ), 定 态 波 模 式 (A, .0) 将 把 扰动 模式 (5 o1 nS] SIR 
空间 中 扰动 模式 (5 ,ai) 的 方向 上 去 ,在 这 个 过 程 中 定 态 波 模 式 (A,.0) 并 没有 发 生 
改变 . 即使 初始 时 对 不 动 点 {Ai ,8%} 的 扰动 沿 某 个 特定 方向 ,如 有 只 有 多- (000 250. 
由 于 {Ai,%} 的 散射 作用 , 它 也 会 散布 到 更 宽 的 相 空间 范围 . 因此 ,有 限 幅 度 定 态 波 
解 扣 (6) 的 存在 将 导致 系统 (7- 47) 的 色散 偏离 其 线性 行为 (8-12). 下面 让 我 们 寻找 
这 个 非 线 性 色散 关系 . 
虽然 有 加 (8) 带 来 的 非 线性 因素 ,方程 (8-11) 毕 竞 是 关于 58'(&) 的 一 个 线性 方 
程 ,可 以 讨论 它 的 本 征 问题 . 扰动 波 58.(&.7) 也 受到 空间 周期 (这 里 是 2r) 边 界 条 件 
的 约束 , 它 的 模式 只 能 取 分 立波 数 , 现 允许 模式 随时 间 演 化 .可 假设 


N 
8$ (E. c) = e* S Mi cosC RE + a). (8-15) 
kl 
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扰动 波 的 这 个 形式 已 为 时 间 和 空间 的 对 称 破 缺 预 重 了 可 能 . 
在 讨论 系统 的 本 征 问题 时 ,将 复 模式 投影 到 它 的 两 个 正 交 方 向 上 是 方便 的 . 其 
中 定 态 波 解 如 (&) 由 一 组 复 模式 {Xi 十 iY,}) 表达, 这 里 OX, =A, cosh s Ya = Ar Sinh > 
而 扰动 波 86 (6. p 5 — 8 EUR Cn diy, ES XXE. x, =b, cosa, s ye =O, sinat. 
经 过 繁复 但 直接 的 推导 ,从 方程 (8-14) 可 得 到 关于 {x y) I] — £8 JP CERTE E 
FE. CP JER 


(H-Aal]+v=0, (8-16) 
这 里 , 列 矢量 
v= Cay Vy eles ys tx yn) e (8-17) 
IE 2NX2N HAG HAY 2NX2N Si Me oe F O? 
i 对 于 msn, i 


mu Y y fnYs (8-182) 
H»;, bm d l—an? t 2(l1— an^) a 
y fnYs 
2n.2 7 ， (8-18b) 
Hin l — an” 2(1— an?) 
PMX», ig 
Hs — ^(1 — an? Q) ?(1— an?) (8 c) 
C fnX; 
tym |= 3 a; 8-18d 
Honam a "(i 一 an” a) 2(1— an?) ( ) 
对 于 omn. 
fn(— Y. n HY nmen) 
2 DEL ， 8-19 
Ho, l.2m i 2(1 — an?) ¢ a) 
fn GY, + Y, 2 (8-19b) 
Honom 2(1 — an? ) 
fn(— X, nXm) 
> ; ， (8-190) 
Hua 2(1— an?) j 
fnCX,, n T Xo 
24.2 - ; (8-19d) 
Ho 2(1 — an’) 
对 于 oun. 
fa n-m + Yn im? ( 
24 —1.2m 一 5 * 8-20 ) 
Hua i 2(1 — an^) a 
uoo o PMY, a Yn), (8-200) 
wm 201 — an?) 


qo f(EXL201 P S HM men IER AREE SO IH EA, TP mE BUT 3X S JUS fe XCC201] [220 RE SC 226 
di i B Hoa a RO SEI f e RCE PSOE CASE E PERRO. E XC 219 RU S E TE OCA 
式 后 得 到 的 分 岔 线 与 数值 模拟 结果 符合 得 正常 好 ， 
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fn(X, Xren) 
Hy, 1 - 
Rul 2(1 an (8-20c) 
H fnCX,-, i Xu) 
22.2m 了 " 一 
2g.2m 1 2(1 an?) (8 20d) 


XX Hn n—1.2. N. H 的 矩阵 元 依赖 于 定 态 波 解 (86) 的 模式 (X,Y), 因 此 在 
Bo CED MITE AK BE S BAR (GINE E REH 对 扰动 波 模 式 (x4 ,yi) 的 散射 性 能 也 相应 发 生 
变化 . 

我 们 将 方程 (8-16) 的 形式 显 式 地 写 出 ,以 便 更 清楚 地 看 到 它 的 结构 ， 


H, =à H His Hy Us . q fx] 
H, H» 一 从 H», Hà = "uL yı 
Hi Hy Hi 一 从 As, U. E X» 
Hu H, His Hu 一 从 ¥2 0 
万 :sa 1 一 从 Alay 1.2N TN 
Lo. ". Us U. Hess Hyon — A LYN J 
(8-21) 
矩阵 HW EX EARN 4 — HE T AREE ,其 中 第 & PP E 
Hy, 2b 1 一 从 Ha. ok 
| 2k 2B | 2k -1.2k I. (8-29) 
IH uua Hore À 
His Hon -1.2m 
| un 7 | (8-23) 
Honom 1 Alanon 


起 到 了 将 扰动 模式 Cz, y, ) 散 射 到 模式 (x ,y,) 上 去 的 作用 . 矩阵 H 的 这 个 形式 ， 
我 们 在 第 五 章 讨论 耦合 复 振 子 系统 时 已 经 见 过 了 . 

当 没 有 定 态 波 激发 即 {X ,Yi} 都 等 于 0 时 , 非 对 角 线 上 的 子 矩 阵 都 将 变 为 0， 
只 余下 主 对 角 线 上 的 一 些 子 矩阵 ,其 中 第 & 个 二 维 子 矩 阵 完全 决定 了 扰动 波 第 & 
个 健 里 叶 模 式 (xi ,yi) 的 线性 运动 ,它们 不 再 被 散射 到 相 空 间 其 他 方向 . 

在 有 非 零 定 态 波 解 如 (8) 存 在 时 ,扰动 波 58;(8,75) 的 NN 个 傅 里 叶 模 式 不 能 
耦 ,不 过 从 线性 代数 我 们 知道 ,一 个 NN 维 相 空间 中 的 线性 齐 次 代数 方程 组 , 必 有 N 
个 独立 方向 ,对 于 这 里 讨论 的 复 相 空间 ,就 有 N 个 独立 的 复方 向 . 从 方程 组 (8-16) 
有 非 零 解 的 条 件 . 即 它 的 系数 行列 式 等 于 0, 得 到 系统 (8-14) 的 本 征 方程 为 

| H-al|=0, (8-24) 

本 征 值 的 解 就 决定 了 在 有 一 定 定 态 波 各 (8) 激发 时 ,线性 扰动 波 09 Ce TETRAS 
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IR PN 个 独立 复方 向 上 的 运动 ,因此 本 征 方程 (8-24) 就 是 驱动 - 耗 散 非 线 性 漂移 
波 系 统 (7- 47) 的 非 线 性 色散 关系 .与 节 8.1. 1 中 的 情形 一 样 ,这 里 的 非 线 性 色散 关 
系 也 依赖 于 平衡 态 的 状态 ,区 别 只 在 于 ,这 里 的 平衡 态 加 (&) 有 空间 结构 . 它 可 以 在 
相 空间 中 起 到 散射 扰动 波 模式 的 作用 . 

让 我 们 利用 本 征 方程 (8-24) 讨 论 系 统 (7- 47) 色 散 行为 的 非 线性 变化 ,具体 作 
法 是 ,在 给 定 参数 (Q.e) 下 , 先 从 方程 (7-52) 解 出 定 态 波 $6(&) 的 模式 {A ,0.}), 由 此 
计算 出 散射 矩阵 HOA ,2 )) ,再 将 这 个 2N X ON 维 矩 阵 对 角 化 , 解 出 它 的 一 组 
2N 个 本 征 值 . 对 于 给 定 0 值 , 沿 定 态 波 能 的 滞后 曲线 Es(e) 重 复 这 一 过 程 ,矩阵 本 
征 值 的 变化 就 反映 了 系统 色散 行为 的 非 线 性 变化 . 在 下 面 的 两 小 节 中 ,用 这 个 方法 
找到 了 定 态 波 解 如 (&) 可 能 出 现 的 两 种 重要 失 稳 现象 一 一 鞍 结 点 分 贫 和 Hopf 
Bp Bet 


8.2.2 定 态 波 解 的 鞍 结 点 不 稳定 性 


先 考 虑 2NX2N 维 实 矩 阵 H CA O48 NX IESU EE — AT Dc. 
ar = 7i tions & = 1.2. N. (8-25) 
它们 分 别 给 出 在 定 态 波 如 (8) 散 射 下 扰动 波 在 相 空 间 中 NN 个 独立 复方 向 上 的 本 征 
行为 ,在 下 标 & 上 加 了 波浪 号 .以 强调 矩阵 对 角 化 后 的 本 征 方向 不 同 于 原来 健 里 
叶 模 式 & 在 相 空 间 中 的 方向 ,可 理解 这 里 & 是 一 种 准 模 . 的 虚 部 士 w 是 在 & 方向 
上 扰动 的 本 征 频 率 . 它 是 在 随 波 参照 系 (&,7) 中 观察 的 值 ,yi 是 在 这 个 方向 上 扰动 
幅度 的 增长 率 . 如 果 所 有 本 征 值 都 有 Yi 二 0, 就 表明 在 相 空 间 中 N 个 独立 复方 向 
上 初始 扰动 的 振幅 都 是 衰减 的 ,相应 的 定 态 波 解 8(&) 稳 定 ;如 果 至 少 在 一 个 上 = 
方向 上 有 Xi 之 0, 那 么 在 这 个 方向 上 对 定 态 波 解 加 (6) 扰动 的 幅度 随时 间 增 长 ， 
p (8) 也 就 不 稳定 . 
求解 本 征 值 时 一 般 要 对 矩阵 HA ,0:)) 作 对 角 化 ,如 此 得 到 的 N 个 复 本 征 
f& A; CE 1,2, , 入) 在 计算 机 输出 中 是 随机 排列 的 ,对 它们 进行 恰当 的 排序 有 助 
于 我 们 分 析 问 题 . 在 e 一 0 时 没有 定 态 波 激发 ,本 征 和 矩阵 H 只 余下 对 角 线 上 的 NN 个 
二 维 子 矩阵 ,其 中 第 & 个 子 矩 阵 就 给 出 第 & 个 傅 里 叶 模式 的 线性 色散 关系 (8-12). 
在 e 关 0 时 ,矩阵 H 对 角 化 后 的 本 征 方向 & 将 从 传 里 叶 方向 A 偏转 ,如 果 本 征 值 随 
参数 的 变化 是 连续 的 ,我 们 总 可 以 沿 滞后 曲线 E。(e) 小 步 长 地 改变 参数 ,根据 连续 
性 来 决定 非 线 性 本 征 值 A; IS ATE IER AL 的 对 应 关系 . 研究 表明 ,在 某 些 参数 点 
上 本 征 值 A 可 能 出 现 不 连续 ,幸运 的 是 ,在 所 讨论 的 系统 中 ,不 连续 性 或 出 现在 As 
的 实 部 ,或 出 现在 虚 部 ,从 未 见 有 实 部 和 虚 部 同时 出 现 不 连续 性 的 ,因此 我 们 总 可 
以 从 连续 的 虚 部 或 连续 的 实 部 来 决定 本 征 值 和 的 排序 (至 少 在 滞后 曲线 的 下 分 支 
上 可 以 作 到 这 一 点 ) ,讨论 它 随 参 数 从 线性 本 征 值 A, 的 非 线性 改变 . 
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本 征 值 的 不 连续 性 是 一 个 非常 重要 的 现象 ,在 N SERA 中 ,通常 只 有 少数 
特征 准 模 出 现 本 征 值 不 连续 的 情况 . 研究 表明 ,本 征 值 不 连续 性 的 出 现 与 分 岔 发 生 
之 间 有 某 种 关联 ,本 节 介 绍 的 就 是 与 鞍 结 点 分 岔 有 关 的 一 种 本 征 值 不 连续 
E 

图 8-2 中 的 本 征 值 不 三 六 士 iu 是 沿 图 7-7(a) 中 对 应 Q=0. 52,0. 54.0. 56 的 
三 条 S 形 滞后 曲线 的 下 分 支 计 算 的 ,只 画 了 准 模 &=2 的 结果 ,因为 在 相应 参数 下 
它 是 唯一 出 现 分 岔 的 特征 准 模 .图 8-2(a),(b) 分 别 是 准 模 振 幅 的 增长 率 y:-; 和 本 
征 频率 土 wi;_, LXX HB. y= ReO) e; |ImQOs2 |. HAI 8-206) BY WL ASE RA 2: 
的 两 个 分 支 解 ,在 e 二 0 BITE dL] ES ER PE RK A (8-120 £8 1B B 8 HE n REL, 6 —2 的 

本 征 频 率 w-; 在 绝对 值 上 相等 (在 节 8. 3 中 我 们 将 对 此 作 进 一 步 讨 论 ) ,此 后 随 * 
逐渐 改变 . 将 图 8-2 中 的 曲线 与 图 7-7 中 相应 参数 下 的 滞后 曲线 比较 可 以 发 现 ,在 
接近 S 形 滞后 曲线 下 分 支 的 末端 处 ,图 8-2(b) 中 本 征 频 率 |wi-; | 迅速 下 降 , 它 的 两 
个 分 支 解 土 w;-; 最 后 汇合 到 零 ;与 此 同时 ,图 8-2(a) 中 原本 缓慢 变化 的 y< 曲 
线 突然 分 裂 成 两 支 ,一 支 向 下 变 得 更 负 , 另 一 支 向 上 , 当 后 者 穿 过 0 点 时 ,扰动 准 模 
k=2 失 稳 . 


(a) 本 征 值 实 部 


Re(À;. 5) 


b) 本 征 值 虚 部 


0 0.05 0.10 0.15 


图 8-2 PEGE ERE R2 的 本 征 值 AL. BEIE SRE e 的 变化 .0 一 0.52,0. 54,0. 56 


在 第 五 章 中 我 们 曾 用 简单 模型 (5- 9) 说 明 , 共 轿 虚 本 征 值 (本 征 频 率 ) 的 两 个 分 
支 汇聚 到 0 与 不 动 点 出 现 通 结 点 分 岔 相关 ,对 比 图 8-2, 后 者 本 征 行为 的 突变 也 发 
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生 在 本 征 频 率 变 为 0 时 ,与 模型 (5- 9) 不 同 的 是 这 里 有 耗 散 , 本 征 值 是 复数 ,在 它 的 
虚 部 变 为 0 后 ,最初 两 个 实 本 征 值 还 都 为 负 , 只 有 当 向 上 的 分 支 穿 过 0 点 时 准 模 上 
—2 才 失 稳 . 这 样 ,从 图 8-2 可 以 得 出 结论 , 准 模 &=2 约 在 滞后 曲线 的 未 端 处 发 生 
Y ERR E C EAU HH ARBOR. 

计算 表明 , 沿 着 图 7-7(a) 中 任 一 条 S TÉ REI RY SE BER XC HERE R= 
2 的 本 征 频 率 都 保持 为 0, 只 有 到 了 滞后 曲线 的 上 分 支 ,mm-* 才 再 度 变 成 有 限 值 . 
图 8-3 给 出 沿 0 二 0. 54 HRA AHAB BAI GE AK. CO ALM ReO), 
图 (b) 为 虚 部 1m Qí-,0 BR «Un t 4 XAR I T Fs BF 2T Sc A EAT SCR TE 
算 结果 . 在 图 (b) 中 的 曲线 上 可 见 用 *。 ”表示 的 本 征 频率 wi;-, — 0 的 一 段 水 平 线 ， 
它 对 应 滞后 曲线 负 斜 率 分 支 上 的 那些 定 态 波 解 如 (8) 受到 扰动 时 准 模 衣 二 2 的 本 
征 频 率 ; 对 比 图 8-3 和 图 7-7 还 可 以 看 到 ,在 S- 形 灌 后 曲线 下 拐点 处 本 征 值 实 部 
yz 曲线 分 裂 成 两 支 ,向 上 的 一 支 穿 过 0 导致 定 态 波 出 现 寺 结 点 失 稳 , 在 滞后 曲线 
的 上 拐点 处 %-: 也 分 裂 成 两 支 ,向 下 的 一 支 对 应 鞍 结 点 不 稳定 性 的 道 过 程 . 第 七 章 
中 曾 提 到 ,滞后 曲线 负 斜 率 分 支 上 的 波形 宽 (&) 从 未 在 数值 模拟 中 实现 过 ,现在 知 
道 ,这 是 因为 关于 它们 的 扰动 波 有 一 个 准 模 出 现 了 鞍 结 点 不 稳定 性 的 缘故 , 
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分 析 发 现 ,对 应 每 一 艇 S 形 滞后 曲线 的 那些 下 分 支 ,都 存在 一 个 特征 方向 有 一 
k' ,相应 的 准 模 在 滞后 曲线 的 末端 出 现 较 结 点 失 稳 . 例如 ,对 应 图 7-7(a) — C B 
B Je HR ZR s EAS ex PCS TUERI GE VE ET E k7 一 2,3,4, 就 像 图 8-2 中 的 那样 ， 
在 接近 滞后 曲线 下 分 支 的 拐点 时 ,特征 方向 上 的 本 征 频 率 wi- 的 绝对 值 迅速 降低 ， 
两 个 频率 分 支 最 终 汇 合 到 0. 显然 ,特征 准 模 的 迅速 软化 预示 着 滞后 现象 的 发 生 ， 

在 图 7-18 上 已 经 看 到 ,S- 形 滞后 曲线 的 负 和 斜率 分 支 占据 的 参数 区 构成 了 从 线 
性 共振 点 

Q' k) = c/(1— ak’) (8-26) 
伸 出 的 一 条 条 舌头 ,在 随 波 运动 坐标 系 中 来 看 ,共振 点 QU. UO EAR k= 
2,3,4,… 的 本 征 频率 为 0 的 点 ;结合 上 面 的 结果 我 们 知道 ,图 ?7-18 中 的 舌 区 就 是 
从 横 轴 上 线性 共振 点 Q* (&) 分 别 伸 出 的 特征 准 模 有 " 一 2,3,4,… 的 本 征 频率 为 0 
的 参数 区 , 随 驱动 强度 。 的 增加 ,每 一 个 线性 共振 点 都 扩展 成 了 一 条 特征 准 模 的 本 
征 频 率 为 0 BR IX. 

在 随 波 坐 标 系 (6 一 xz 一 Qi,r 一 和) 中 的 0 频率 ,在 实验 室 坐标 系 中 就 等 于 驱动 频 
率 上 ,所 以 特征 准 模 的 鞍 结 点 分 贫 实 际 上 就 是 外 驱动 波 与 介质 内 部 的 这 个 特征 准 
模 发 生 的 一 种 非 线 性 共振 .线性 共振 只 发 生 在 个 别 参 数 点 上 , 非 线 性 共振 则 扩展 成 
为 参数 区 中 的 一 个 共振 带 , 如 图 7-18 中 看 到 的 舌 区 ,在 滞后 曲线 的 整个 负 和 斜率 分 
支 上 都 发 生 了 这 种 共振 . 由 此 可 见 , 非 线性 介质 能 够 在 很 宽 的 参数 范围 内 与 同一 外 
驱动 频率 / 相 速 度 发 生 共振 . 

图 8- 4 中 面 出 了 0Q=0.56 ERE R— 1~5 的 本 征 频率 随 e 的 变化 ,在 解 得 的 
PSH Moy 中 ,只 保留 了 与 线性 色散 关系 (8-12) 接 轨 的 那 一 支 . 在 图 中 的 
参数 下 , 准 模 &= 1 的 本 征 频 率 始终 为 正 , 准 模 &= 3,4,5,… 的 本 征 频率 始终 为 负 ， 
而 准 模 & 一 2 的 本 征 频 率 则 随 e 增加 从 负 值 变 到 o. 


L " 
0.08 0.12 


图 8- 4 准 模 k=1~5 的 本 征 频 率 随 e 的 变化 (Q=0. 56) 
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事实 上 ,与 图 7-7(Ca) 中 那 复 滞后 曲线 的 下 分 支 对 应 ,出 现 鞍 结 点 分 岔 的 特征 准 
AB Rt 一 2 , 它 的 本 征 频率 oic, B8 e 增加 在 滞后 曲线 下 分 支 的 未 端 变 为 0; 另 一 
方面 ,与 图 7-7(b),(c) 中 的 那 两 秘 滞 后 曲线 对 应 ,出 现 鞍 结 点 分 倪 的 特征 准 模 分 
Bk =3 AMR 一 4, 它 们 的 本 征 频率 wi_, 和 wi-, 随 e 增加 在 相应 滞后 曲线 下 分 
支 末 端 也 分 别 变 为 0. 如 果 作 类 似 于 图 8- 4 那样 的 图 [ 即 只 保留 与 线性 色散 关系 
(8-12) 接 轨 的 频率 分 支 ] ,那么 特征 准 模 就 成 为 一 个 分 界 , 波 数 比 它 小 的 准 模 的 本 
征 频率 oa 始终 保持 为 正 , 而 波 数 比 它 大 的 准 模 的 本 征 频率 wi;- 始终 保持 为 负 ， 
随 着 02 一 0 REE HEAR A * 越 来 越 向 高 上 移动 ,外 驱动 0 将 依次 与 越 来 越 高 波 数 的 准 
Bik—k' 发 生 非 线 性 共振 ,引起 它们 出 现 鞍 结 点 分 岔 , 以 及 一 答复 滞后 曲线 . 

用 上 面 同样 的 方法 ,也 可 以 计算 周期 驱动 的 KdV 方程 模型 (7-54) 中 的 多 级 汪 
后 曲线 上 定 态 波 解 对 扰动 的 本 征 响应 ,结果 提示 ,很 可 能 滞后 的 每 一 级 台阶 都 对 应 
一 个 发 生 鞍 结 点 分 岔 的 特征 准 模 , 如 从 图 7-11 中 最 低级 台阶 开始 ,与 外 驱动 发 生 
非 线 性 共振 的 特征 准 模 分 别 是 "=2,3,4,…. 这 个 结论 在 较 低 级 的 台阶 上 容易 被 
确认 , 随 滞 后 台阶 的 升 高 , 准 模 & 与 传 里 叶 模 式 & 偏离 越 来 越 大 ,难以 对 计算 机 输 
出 的 本 征 值 排序 ,上 面 的 说 法 只 能 看 做 是 对 已 有 结果 的 一 个 合理 外 推 . 

从 这 些 结果 知道 ,对 定 态 波 扰动 的 某 个 特征 准 模 的 本 征 频 率 变 为 0, 还 有 鞍 结 
点 分 岔 以 及 波 能 的 潇 后 ,这 三 个 现象 之 间 存 在 关联 ,它们 都 是 外 驱动 与 系统 内 部 自 
由 度 发 生 非 线性 共振 的 表现 . 其 中 ,滞后 曲线 负 和 斜率 分 支 上 的 定 态 波 解 轴 (6 不 能 
实现 与 对 其 扰动 的 特征 准 模 本 征 频率 变 为 0 这 二 者 之 间 的 关联 这 一 点 特别 值得 关 
注 , 在 后 面 的 章节 我 们 将 看 到 ,这 些 定 态 波 解 虽 不 能 实现 , 却 在 系统 的 运动 状态 向 
满 流 转变 的 过 程 中 起 了 关键 作用 . 


8.2.3 定 态 波 解 的 Hopf 不 稳定 性 


定 态 波 解 还 可 能 因 Hopf 不 稳定 性 出 现 失 稳 , 分 岔 也 发 生 在 某 个 特征 准 模 上 ， 
与 鞍 结 点 分 贫 不 同 的 是 ,这 里 特征 准 模 的 本 征 频 率 在 分 岔 前 后 都 为 有 限 大 小 .如果 
本 征 值 的 实 部 小 于 0, 这 个 频率 不 会 显现 出 来 , 当 实 部 变 得 大 于 0 时 ,初始 扰动 的 幅 
度 就 会 以 这 个 频率 振荡 地 指数 增长 ,Hopf 不 稳定 性 发 生 . 在 这 个 意义 上 我 们 说 , 特 
征 准 模 的 Hopf 不 稳定 性 在 系统 中 引入 了 一 个 新 的 频率 . 可 以 说 明 , 像 图 7-14 中 那 
样 周期 振荡 的 渐 近 波 能 ECO IE Hopf 失 稳 引起 的 ,E(7) 的 振荡 频率 就 位 于 Hopf 
不 稳定 准 模 的 本 征 频率 附近 . 

定 态 波 解 的 这 两 种 分 岔 行为 在 动力 学 机 制 上 有 很 大 差别 ,前 一 小 节 已 经 说 明 ， 
进 结 点 分 倪 是 外 驱动 波 与 系统 内 部 一 个 自由 度 之 间 发 生 非 线 性 共振 引起 的 , 它 只 
涉及 一 个 扰动 准 模 ;下 面 我 们 将 看 到 , 定 态 波 解 的 Hopi 分 岔 与 系统 中 两 个 内 部 目 
由 度 之 间 出 现 非 线性 共振 有 关 : 因 此 分 岔 过 程 实际 上 牵涉 了 一 对 扰动 准 模 " . 为 
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了 看 清 一 个 定 态 波 解 如 何 发 生 Hopf 分 岔 ,我 们 需要 在 二 维 参数 平面 (2,e) 上 计算 
各 扰动 准 模 的 本 征 值 ,再 寻找 出 与 Hopf 失 稳 相关 的 一 对 准 模 . 例如 ,在 0—0.52— 
0. 65 这 个 范围 内 ,对 每 一 个 给 定 的 Q 值 , 沿 相 应 滞后 曲线 下 分 支 计算 所 有 挑动 准 
模 的 本 征 值 随 e 的 变化 ,这 时 会 发 现 ,一 1 MM E — 2 是 一 对 出 现 共振 的 准 模 , 在 
Hopf 分 岔 中 失 稳 的 频率 正 是 它们 的 共振 频率 . 

图 8-5 至 图 8-8 画 出 了 在 几 个 典型 2 参数 下 一 对 特征 准 模 & 王 1,2 的 本 征 值 
BE e 的 变化 “。” 和 ““，” 分 别 表示 & 一 1 和 A& 一 2, 计 算 沿 着 图 7-7(a) 中 相应 滞后 曲线 
的 下 分 支 进行 .图 8-5 至 图 8-8 中 ,图 (a) 是 本 征 值 的 实 部 ReQu 0 ,图 (b) 是 本 征 
{È HE RE RS 46H f Im Qj 2,2 |. 现在 让 我 们 将 这 几 个 图 放 在 一 起 观察 
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图 8- 6 准 模 x 一 1,2 的 本 征 值 随 s 的 变化 (2 一 0.5638) 


图 8-5(Q=0. 56) (a) 中 实 部 Re(N_-iy)(e) 的 两 条 曲线 交叉 ,有 一 个 简 并 点 ; 
Cb) BEBE | Im(A;-,.2) | CO 3828 f&j 3E. 图 8- 6CQ=0. 5638) (a) PER ReQu 2 CO 
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图 8- 8 HEME 41.2 AREA E 的 变化 (人 二 0.60) 


Pj qu AR gc FE e EXE S br fe ES HT SE SE CR | Imp, 1 GO 
Ry A} BUE E, V FE) A EIA ULT XE. 

图 8-7 中 驱动 稻 速 度 增 加 到 =O. 5642. E GO p HIA SCIO Reliz) e) 
EERME AO nk, V TELA TCA, ORM HE AUR E TK. 
原来 在 简 并 点 处 曲线 从 左下 (上 上) 延伸 到 在 上 (下 ,现在 蛮 成 左下 5 上 ?与 在下 (二 ) 
DZER dt fur LES CO RER Im Ou, 1 CO B X B PEL A fl zw b ROSE» 
HERR T — SE ARs HE CU SOR df £x A ie Sb OY e Ap £x dc do flo BUS di 
发 生 了 重 联 , 重 联 前 在 图 8-5 (DO PEE BE R= 2 的 本 征 频率 随 * 增加 连续 地 变化 到 
0, 重 联 后 在 图 8-7(b) 中 却 是 =1 的 本 征 频率 连续 地 变化 到 0. 

此 后 , 随 着 0 值 继续 增加 ,在 重 联 点 附近 两 条 实 部 曲线 相互 排 开 , 两 条 虚 部 赐 
线 财 在 稳 宽 的 参数 范围 内 几乎 锁 在 一 起 变化 ( 锁 频 ). 图 8- 860770. 60) 是 重 联 后 一 
个 览 型 便于 ,加 (a) 中 准 模 六 =2 的 实 部 则 线 形成 了 驼峰 ,并 已 在 很 宽 。 MAA Ba 
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RelA) 70 FH. A Rer) >0; Æ Rel) GO Bl ££ Hi S BE Mg Bg fi] f, ReCGA 0 (e) 
il £X b STG CUA ER k= 2 的 失 稳 以 准 模 =1 被 强烈 阻尼 为 代价 ;在 实 部 曲 
2X B1 BLUE WERS Se AE EE] AY. EE Co) RE ZR HGB d£ Im Canc) | CO BL IB “ [e] GE C" 
(avoided crossing) BUT & , LPR. 

上 面 这 些 结果 说 明 ,在 图 8- 8 中 发 生 的 Hopf 2:5. RE —ÓMEREHES B= 1.2 
之 闻 出 现 共振 引起 的 , 失 稳 准 模 的 本 征 频 率 出 现在 波动 中 . 在 第 九 章 中 图 9-5 给 
了 数值 模拟 方程 (7- 47018 8 B9 dE i$ CQ = 0. 60.670. 06750 , Bb Ca ECO FÉ] BL i 
荡 的 波 能 谱 中 基 频 ws 就 约 等 于 图 8- 8(a) 中 相应 参数 下 两 个 共振 准 模 的 锁 频 频 
率 , 说 明 波 能 的 周期 振荡 的 确 是 失 稳 定 态 波 的 Hopf 分 贫 频 率 显 现 出 来 的 结果 . 因 
为 本 征 值 分 析 是 在 运动 坐标 系 中 进行 的 ,如 果 在 实验 室 坐 标 系 中 的 固定 空间 点 测 
量 波动 $r OM &o), 它 的 形态 表现 得 要 复杂 一 些 , 参 考 第 九 章 中 图 9-5 
(b) ,由 于 多 普 勒 移动 ,波谱 中 出 现 了 驱动 频率 只 的 各 谐 波 以 及 它们 与 Hopf RB 
频率 ws ZIV HEUS  RQ E mor. 

此 外 ,在 图 8- 8 中 看 到 ,Hopf 不 稳定 性 由 失 稳 准 模 本 征 值 实 部 曲线 的 驼峰 跨 
越 0 线 引起 ,这 一 结果 解释 了 数值 模拟 中 观察 到 的 波 能 随 e 增加 先 出 现 周期 振荡 
而 后 又 稳 岩 化 的 现象 (参考 图 7-15). 

在 另外 的 参数 区 ,还 观察 到 系统 (7-47) 有 多 对 准 模 的 本 征 频率 出 现 共 振 的 现 
象 . 图 8- 9 给 出 2=0.34 时 5 个 低频 准 模 的 本 征 值 作为 的 函数 ,图 (a) 是 实 部 
Rel), Ei CO & Bt 88 89 2806 (8L | Ira 0 | ,因为 相应 的 定 态 波 能 位 于 滞后 曲线 上 分 
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图 8- 9 5 个 低频 准 模 的 本 征 值 A BB e 的 变化 (2 一 0. 34) 
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支 , 很 难 根据 本 征 值 的 连续 性 将 准 模 “ ST Bh e 对 应 ,图 (a) 和 图 (b) 中 标 有 
同样 L (CR=1 一 5) 的 曲线 只 表示 它们 属于 同一 个 复 本 征 值 . 在 图 上 观察 到 有 两 对 
准 模 发 生 了 共振 ,它们 分 别 是 志和 工 WR La Ls ,这 可 以 从 它们 的 虚 部 曲线 的 
锁 频 回避 交叉 和 实 部 曲线 相互 排 开 得 到 证 实 . 由 于 实 部 排 开 的 结果 ,图 Ca) 中 L, M 
L, 有 形成 驼峰 的 趋势 ,并 在 一 定 参 数 范围 变 得 大 于 0, 这 说 明 准 模 志和 了 工 ; 共振 以 
及 准 模 L, AL; 共振 分 别 都 引起 了 Hopf 不 稳定 性 . 当 两 个 Hopf 失 稳 同时 发 生 
时 ,它们 的 锁 频频 率 都 将 显现 在 波动 中 ,系统 的 时 空 演 化 更 加 复杂 多 变 , 在 eo 0. 
265 时 ,这 两 对 共振 准 模 引 起 的 Hopf 不 稳定 性 被 一 次 鞍 结 点 分 岔 所 打 断 ,这 一 点 
可 从 图 8- 9(Cb) ERE L 的 频率 曲线 随 e 增加 最 终 趋 于 0 看 出 来 , 定 态 波 在 这 里 发 
AB hit Ja BRA. 

图 8-10 将 本 征 分 析 的 结果 与 数值 模拟 得 到 的 分 岔 线 作 了 比较 . FR BAR 
拟 非 线性 波 方程 (7- 47) 得 到 的 从 定 态 波 能 滞后 曲线 的 下 (上 ) 分 支 跃迁 到 上 (下 ) 分 
支 的 临界 位 置 随 参 数 (0,e) 的 变化 在 图 中 标记 为 es (eO , 定 态 波 能 转变 为 周期 振荡 
的 临界 线 标记 为 e ;由 本 征 分 析 得 到 的 特征 准 模 出 现 鞍 结 点 分 贫 和 Hopf 4 A 
及 道 Hopf 分 岔 ) 的 临界 位 置 分别 用 “ AS ”标记 ,它们 与 数值 模拟 得 到 的 分 岔 位 
置 符合 得 非常 好 . 这 说 明 滞后 跃迁 和 波 能 向 周期 运动 的 转变 的 确 分 别 是 由 特征 准 
AS B] REE AOD A Hopf 分 贫 引 起 的 . 
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图 8-10 本 征 值 分 析 与 数值 模拟 得 到 的 定 态 波 失 稳 的 临界 参数 的 比较 ， 
对 应 图 7-7(a) 中 最 大 的 那 复 滞 后 曲线 


前 面 提 到 .在 出 现 Hopf 分 岔 之 前 ,共振 准 模 的 本 征 值 在 参数 空间 发 生 过 重 
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联 , 这 里 我 们 借用 了 磁 流 体力 学 (MHD) 中 磁力 线 重 联 (magnetic reconnection) 于 
这 一 术语 . 磁 重 联 是 在 有 限 电 阻 磁 流 体 中 一 个 非常 重要 的 现象 ,假设 初始 时 电流 层 
两 边 磁 力 线 方 向 相反 ,如 果 磁 流体 是 理想 的 .磁力 线 会 冻结 在 等 离子 体 中 ,等 离子 
体 运 动 时 磁场 拓扑 保持 不 变 ,而 如 果 等 离子 体 电阻 为 有 限 大 小 ,做 力 线 就 可 相对 于 
等 离子 体 滑 动 ,并 可 能 出 现 断 裂 . 断 裂 后 一 对 极 性 相反 的 磁力 线 相互 连接 .这 就 是 
所 谓 的 磁 重 联 , 见 示意 图 8-11. 在 重 联 点 上 磁力 线 发 生 简 并 ,磁场 强度 变 为 0. 磁场 
拓扑 出 现 了 奇异 性 . 天 体 和 空间 等 离子 体 中 很 多 突然 发 生 的 巨大 能 量 释 放 现 象 都 
与 磁 重 联 有 关 ,例如 地 球 上 的 极光 RPE RAG. YECK PRR AR DK A 
园 物 质 需 刻 间 被 抛射 出 来 . 作为 对 比 我 们 看 到 ,本 小 节 中 非 线 性 引起 的 扰动 波 本 征 
值 在 参数 空间 中 的 奇异 性 也 表现 为 重 联 现象 .并 是 重 联 后 系统 的 自由 能 通过 Hopf 
不 稳定 性 被 释放 出 来 . 


ee” 
= 三 三 


(a) 重 联 前 (by RIT 
图 8-11 侯 力 线 重 联 的 示意 图 


为 理解 特征 准 模 本 征 频 率 出 现 的 回避 交叉 现象 .图 8-12 画 出 了 两 个 对 接 的 圆 


SE . 若 平行 于 纵 轴 作 一 个 截面 ,只 要 不 通过 简 并 点 ,截面 与 两 个 圆锥 的 交 线 就 是 回 
HE SE MAY, 


1 


Ej 8-12 在 质点 处 对 接 的 两 个 圆锥 与 平行 于 纵 轴 截面 的 两 条 交 线 是 回避 交叉 的 


量子 混沌 研究 表明 ,可 积 系统 的 能 级 出 现 的 是 简 并 人 交 义 ,不 可 积 系 统 的 能 级 则 
是 回避 交叉 的 ,能 级 回避 交叉 被 认为 是 量子 混沌 的 一 个 重要 标志 T, ge 
子 是 有 台球 场 (stadium billiard) 边 界 的 二 维 不 可 积 量子 系统 和 在 外 加 垂直 磁场 下 
薄 导电 碟 中 的 非 相 互 作用 电子 系统 .台球 场 和 导电 人 碟 形 状 的 改变 都 可 以 将 系统 
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从 可 积 变 为 不 可 积 .图 8-13 是 数值 计算 得 到 的 台球 场 不 可 积 量子 系统 的 能 级 图 ， 
图 中 可 见 大 量 的 能 级 回避 交叉 现象 . 


图 8-13 在 有 台球 场 边界 的 一 维 不 可 积 量子 系统 中 能 级 的 回避 交叉 
( 引 自 文 L223]) 


图 8- 8(b) 和 图 8-9(b) 在 现象 上 与 图 8-13 中 量子 能 级 回避 交叉 十 分 相像 , 事 
实 上 ,如 果 把 具有 一 定 本 征 频率 的 线性 扰动 准 模 关 看 做 是 一 个 量子 , 它 的 能 量 是 
hw, ,那么 图 8- 8(b) 和 图 8- 9(b) 就 表明 这 些 量子 能 级 随 参 数 e 改变 出 现 了 回避 交 
X. 从 上 面 的 分 析 知 道 ,在 这 个 波动 系统 中 回避 交叉 反映 了 扰动 准 模 之 间 的 非 线性 
共振 ,因为 有 耗 散 . 它 与 Hopf AX. 

Hopf 失 稳 的 定 态 波 解 与 鞍 结 点 失 稳 的 定 态 波 解 在 性 质 上 有 很 大 的 不 同 .在 后 
面 的 章节 中 我 们 将 看 到 ,由 于 Hopf 失 稳 的 准 模具 有 有 限 大 小 的 本 征 频率 , 它 可 以 
与 其 他 准 模 合 作 .在 不 稳定 定 态 波 解 的 近邻 实现 新 的 平稳 波动 状态 ,因此 ,Hopl 不 
稳定 的 定 态 波 解 所 对 应 的 相 空 间 不 动 点 可 以 连续 地 膨胀 成 越 来 越 大 的 吸引 子 ; 相 
反 , 鞍 结 点 失 稳 的 定 态 波 解 表现 出 一 种 绝对 的 不 稳定 性 ,在 它 的 紧邻 不 存在 可 实现 
的 状态 ,这 多 半 是 因为 鞍 结 点 失 稳 的 准 模 有 0 本 征 频率 ,不 能 与 其 他 准 模 合作 的 缘 
故 . 对 这 个 问题 ,我 们 在 第 十 章 还 将 会 提 到 . 
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本 征 方程 (8-24) 是 系统 (7- 47) 的 非 线性 色散 关系 , 它 的 解 给 出 了 对 定 态 波 解 
各 (&) 扰 动 的 各 准 模 本 征 值 . 在 e 一 0 极限 下 本 征 方程 (8-24) 应 该 嫉 化 到 线性 色散 
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(8-12) MEAS e Wee BIE EI BES k. 确实 ,在 e 一 0 时 从 本 征 方程 (8-24) 解 出 的 增 
KR y, =ReQ,) FU (E SIE B 28 XT f o | Im Q4 | 与 线性 色散 关系 (8-12) 给 出 
的 结果 分 别 完全 相等 ;不 过 ,两 个 结果 却 有 一 个 微妙 差别 ,这 就 是 : 从 本 征 方 程 
(8-24) 得 到 的 本 征 值 一 般 是 复 共 恩 的 ,和 = 方士 iu 因此 在 s=0 极限 下 每 一 个 傅 
里 叶 模 式 有 也 拥有 两 个 本 征 频 率 , 绝 对 值 相等 符号 相反 ,与 此 相对 照 ,线性 色散 关 
系 (8-12) 却 只 允许 模式 有 有 一 个 本 征 频率 , 当 参 数 一 定 时 它们 或 正 或 负 , 依 赖 于 波 
Bek 的 取 值 , 两 个 方法 似乎 都 无 懈 可 击 , 令 人 百 思 不 得 其 解 .我 们 是 无 视 这 个 差别 ， 
还 是 探求 隐藏 在 它 后 面 可 能 的 物理 ?让 我 们 选择 后 者 . 好 在 本 征 问 题 中 还 有 另 一 
个 重要 参量 一 一 本 征 矢量 ,或许 它 能 帮助 我 们 解 开 这 个 疑 团 . 


8.3.1 线性 波 的 本 征 矢 量 


在 搞 清 基本 概念 方面 简单 模型 常 有 意 想 不 到 的 效果 , 它 排 除 繁杂 的 次 要 因素 ， 
让 问题 精确 定位 . 考虑 一 个 最 简单 的 线性 波动 方程 


9$ | a$ 
ot um 


该 方程 中 没有 色散 和 非 线性 , 仅 有 漂移 项 , 现 取 c>0. 假设 系统 有 简谱 波 解 ,如 (z:0) 
一 Geeiie e025 ,代入 方程 (8-27) ,得 到 色散 关系 为 
wlk) = ck, (8-28) 
显然 , 简 谐 波 只 能 以 相 速 度 wk) /k =c 向 十 x 轴 方 向 单 向 传播 . 
这 个 问题 也 可 以 采用 略微 不 同 的 方法 求解 ,将 模式 的 时 空 演 化 假设 为 

pe Crt) = du COe^ = X(t) +iY, (1), (8-29) 
这 里 已 令 X (1) =@, (1) coskz, Y, OG) =®, (1) sinkx. HEKA (8-290 RAAB 
(8-27) ,分 开 实 部 和 虚 部 ,得 到 关于 Xi ,Yi 的 一 对 方程 


0， (8-27) 


dX 
d — ckY, — 0, (8-30a) 
qa +ckX, = 0. (8-30b) 


假设 X, CO ,Y(t) 随 时 间 演 化 形式 分 别 为 X CO — ev, MY, =e’ y, ,这 里 
a Aly, 是 在 ;和 YY 方向 上 初始 扰动 的 幅度 , 则 模式 & 的 运动 由 下 面 的 本 征 方 


程 描写 
ck 
^ 7 |. ME 0, (8-31) 
ck Àk Mk 


式 中 矩阵 (下 面 记 作 LO —0o 3688 f ek de ZR GE TR A COO A A* GO [i HE AC = 
Fick, Eg" x? RIKE HEY] XT ME Ta] Bc P 1 77 [8] Pe $8 89 AB AE eH» 3X (8-28) 
规定 模式 只 能 单方 向 传播 形成 对 照 . 
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两 个 解法 出 现 了 明显 差异 , 哪 一 个 符合 物理 实际 ”显而易见 ,方程 (8 27) 只 多 
许 相 速度 为 < 的 简 谐 波 解 单 向 传播 ,禁止 逆向 传播 ,线性 色散 关系 (8-28) 给 出 的 结 
果 是 合理 的 . 那么 .从 本 征 方程 (8-31) 得 到 的 一 对 共 思 本 征 频率 中 必定 有 一 个 不 能 
在 系统 中 传播 . 既然 本 征 值 的 解 已 经 不 能 解释 这 个 现象 .让 我 们 讨论 它们 分 别 对 应 
的 本 征 矢量 ,期 望 能 获得 有 用 的 信息 . 

矩阵 Le 对 应 本 征 值 +ick 的 归 一 化 本 征 矢量 为 


"m T lees yy 
df = =(-1.1)'” (8-32) 
V2 
5 zz dS BA ES ick 对 应 的 本 征 矢量 为 ， 
v, | i.l)! = Cf, 3. yt, (8-33) 
V2 ` 


step bg S ok dg. 这 样 Iig E ick 分 别 对 应 的 本 征 矢量 0,” o 
cuui d gum dg ur fit. Ax AE LA RUE A 2 个 模式 的 运动 行为 有 任何 不 对 称 
之 处 . 

既然 矩阵 Le 的 本 征 矢量 (24,3.)' 与 其 共 绒 不 能 描写 模式 的 不 对 称 运动 , 它 
们 在 物理 上 有 什么 意义 呢 ?” 本 征 矢量 (zi $0 表示 , 当 扰 动 在 相 空 间 中 相互 垂直 
的 2 个 实 方向 的 投影 分 别 为 和 4 时 (可 差 一 常数 乘 子 . 下 同 ) ,系统 的 运动 将 实 
WATE A. 舰 定 的 行为 ;如 果 用 扰动 振子 的 复 矢量 表达 .这 名 话 就 应 表述 为 : 如 果 
复 扰 动 振子 的 取 值 为 t tip ,系统 的 运动 将 实现 本 征 值 4(%) 寺 一 iw(k) 二 ick 规定 
的 行为 , 即 以 相 速 度 w(&k)/& 一 一 c 传播 ; 同 理 ,如 果 振 子 取 矢量 tf tis WA. R 
统 的 运动 将 实现 本 征 值 人 (A) = — ick 规定 的 行为 ,以 相 速 度 eO /k— te 传播 . 

根据 这 一 理解 ,对 应 上 L; 的 一 对 共 思 本 征 值 士 ick ,我 们 可 定义 男 外 2 PATER 
HBR AY SE Be ASE RE,” 和 5”, 用 以 描写 模式 的 运动 ”>”*. 对 应 本 征 值 
十 ick 定义 一 个 矢量 为 


"E 


pn = ©, Tay. (8-34) 
xf SE EAI AR 6E f — ick 定义 另 一 个 矢量 为 ， 
$9, = Hipi. (8-35) 


并 利用 这 两 个 矢量 分 别 描写 在 相 空间 中 对 应 本 征 值 士 ick 的 运动 .下面 我 们 称 OL 
为 模式 & 的 本 征 矢量 ,以 区 别 于 矩阵 Le 的 本 征 矢 量 , 上 标 ( 一 ) 表 示 在 相应 的 本 征 
值 下 模式 站 向 一 z 轴 方 向 传播 ,这 个 运动 状态 的 实现 需要 初始 时 复 矢 量 De RA 
为 十 iy4; 上 标 ( 十 ) 表 示 在 相应 本 征 值 下 模式 向 十 x 轴 方 向 传播 ,这 个 运动 状态 
的 实现 需要 初始 时 复 矢量 ue" BAA, His. 
模式 & 的 2 个 本 征 矢量 绝对 值 
lo,’ [=] z+ dy. l> (8-36a) 
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| or |el sz; — i$ |. (8-36b) 
可 视 为 该 本 征 振 子 以 相应 本 征 频率 振动 的 相对 强度 . 对 应 本 征 值 ick ,得 到 | “| 
二 | 一 /VW2 十 VY21 二 0, 这 就 是 说 ,为 实现 相 速 度 为 一 c 的 运动 状态 ,初始 时 复 矢量 
强度 只 能 取 0 值 ,因此 模式 向 一 + 轴 方 向 的 传播 实际 上 是 被 禁止 的 ; 另 一 方面 ,对 
WELT RAE ick fI Io, Lm A2 i//21 —2.3x VEBI VU ERE ne 传播 的 运 
动 可 以 在 系统 中 以 有 限 大 小 的 幅度 实现 , 这 样 我 们 知道 ,虽然 本 征 方 程 (8-31) 存 在 
一 对 共 轿 的 本 征 频率 解 , 但 其 中 只 有 一 个 被 允许 在 系统 中 传播 ,这 个 结果 与 从 线性 
色散 关系 (8-28) 得 到 的 结果 就 一 致 了 . 


8.3.2 非 线性 波 准 模 的 本 征 矢 量 


将 上 一 节 的 思想 推广 到 高 维和 有 耗 散 的 情形 ,如 由 本 征 方程 (8-24) 描 写 的 系 
统 , 限 于 讨论 矩阵 H 的 所 有 本 征 值 都 是 复 共 斩 的 情形 , 记 为 和 和 Xi KH A = 
十 io R= 1,2 7 N ERE c > 0) ,这样 ,对 应 每 一 个 准 模 &A 有 两 个 频率 分 支 士 w， 
因为 有 耗 散 , 实 部 y, 一 般 不 等 于 0. 

因为 曾 对 和 矩阵 及 作 过 对 角 化 , 它 的 本 征 矢 量 辫 一 般 在 傅 里 叶 & 空间 中 的 各 
个 分 量 上 都 有 投影 ,可 将 HO MATE Ar m Yi Tien 的 本 征 矢量 写作 [参见 方程 
(8-21) ] 


Op = Ghia rect NDS (8-37) 
和 上 一 节 一 样 ,矩阵 H XEI E ICBEAS E A PAZ BU 2 PARTIE RK BE d IE HUNG 
的 , 记 作 oe Rb o; ,它们 不 能 体现 出 两 个 频率 分 支 运 动 的 非 对 称 性 质 . 
RE. a 的 物理 含义 是 : 如 果 扰 动 波 在 复 相 空间 各 傅 里 叶 方向 上 的 2 个 正 
交 投影 分 量 的 取 值 分 别 为 t 和 y CR 一 1,2,…:N). 则 扰动 波 振子 将 实现 本 征 值 
Ài — Yet ioe 规定 的 运动 ;类 似 地 ,如 果 扰 动 波 在 相 空间 中 各 傅 里 时 &A 方 向 上 的 2 个 
正 交 投 影 分 量 的 取 值 分 别 为 ti 和 如 , 则 扰动 波 将 实现 本 征 值 4 0 ies 规定 的 
运动 . 
因此 ,和 节 8.3. 1 中 简单 模型 的 情形 类 似 , 对 应 第 个 本 征 值 的 是 这 样 一 个 复 
RETOR) 的 本 征 运动 , 它 在 傅 里 时 空间 各 个 自由 度 的 2 个 正 交 方向 上 的 投影 
分 别 是 (zi zs 和 《91,92，… In a. 这 样 ,代替 矩阵 的 本 征 矢量 和 i， 
我 们 可 以 定义 准 模 衣 的 本 征 矢量 ,具体 地 说 ,对 应 本 征 值 A; m y Hio 的 准 模 的 本 
征 矢 量 定义 为 
Qj = Fe + isis (8-38) 
CHE ER E EW MHA MRA Ag yi ies. 的 准 模 的 本 征 矢量 
定义 为 
$$" = Rod». (8-39) 
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它 描写 准 模 上 向 十 :方向 运动 的 分 支 .这 里 
(CE sty ys (8- 40a) 
$e (Mi Pore Hue. (8- 40b) 
从 v AGATA AT A A EB eS EL Rk OK BRR HEE 2 
在 傅 里 叶 空 间 的 各 个 方向 上 都 有 投影 .在 非 线 性 不 是 很 强 时 ,矢量 vo^ CRAT E 
个 复 分 量 占 优 ;在 e 一 0 的 线性 波 极限 下 ,和 矩阵 H 只 余下 对 角 线 上 的 二 维 子 矩阵 ， 
相应 地 , 0277 PRE 个 复 分 量 外 所 有 分 量 都 等 于 0, 即 ou^ 晓 化 为 傅 里 叶 模 式 
的 本 征 矢 量 . 
准 模 有 向 一 # 方 向 本 征 运动 分 支 的 强度 是 
ED 


向 十 方向 本 征 运动 的 强度 是 


N 12 
la" dela tise I= [IG + spi + ea H) . 8-42 
ial k 


式 中 上 标 r.i 分 别 表示 tog, 的 实 部 和 虚 部 . 10, ^1 — RES A SE E D Jc E A 
GE {EL AY BAS St SER i Bh GA AL AS RT PR E. 


8.3.3 非 线 性 正 能 和 负 能 准 模 


上 面 讨论 准 模 k 的 两 个 运动 分 支 时 ,所 谓 正 向 和 逆向 是 相对 于 定 态 波 9 Ce Q0 
在 实验 室 坐 标 系 中 的 运动 方向 而 言 的 . 根据 本 征 矢量 的 相对 强度 可 区 分 出 两 类 准 
模 , 若 某 个 准 模 & 正 向 分 支 的 本 征 矢量 强度 大 

($5 Mb 95 e (8- 43) 
可 被 定义 为 正 能 准 模 (positive-energy quasi-mode) . mil 4 33 [a] 4) X AY AB {E AK: gt aR 
度 大 

la debt. (8- 44) 
则 被 定义 为 负 能 准 模 (negative-energy quasi-mode). 这 里 我 们 借用 了 等 离子 体 物 
理 中 正 能 波 和 负 能 波 的 概念 . 

正 能 波 和 负 能 波 的 概念 是 苏联 物理 学 家 Kadomtsev 在 讨论 运动 介质 中 波 的 
传播 时 提出 的 天 .考虑 一 维 空间 中 有 波 数 为 &、 频 率 为 mx 的 NN 个 平面 波 振子 向 十 
并 方向 传播 , 波 的 能 量 为 ES oN . 现 假设 介质 以 速度 一 u, 道 着 波 的 方向 运动 , 因 
多 普 勒 效应 引起 的 频率 移动 ,平面 波 振子 的 能 量 相 应 地 减少 到 (wi 一 kuo)N. 当 介 
质 速 度 u 与 波 的 相 速 度 相 等 时 ,在 静止 坐标 系 中 波 就 停 住 ,其 频率 和 能 量变 为 0. 
如 果 介 质 速 度 大 于 波 的 相 速 度 , 波 就 被 介质 携带 着 向 左 传播 ,尽管 波 相对 于 介质 仍 
然 向 右 传 播 .这 种 “向 后 退 ” 的 波 的 能 量 是 负 的 . 他 指出 .在 介质 中 激发 一 个 负 能 波 
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不 需要 问 系 统 注入 能 量 , 反 而 需要 从 系统 中 汲取 能 

Kadomtsev 的 这 些 讨论 非常 有 启发 性 ,由 此 可 推 想 , 如 果 一 个 波动 系统 在 参数 
改变 时 倾向 于 离开 其 平衡 状态 变 得 起 伏 不 定 , 很 有 可 能 是 因为 从 能 量 的 角度 来 说 ， 
系统 通过 激发 负 能 波 实 现 了 一 个 自由 能 更 低 的 状态 的 缘故 . 我 们 知道 ,自然 界 中 的 
运动 总 是 有 向 更 低 自由 能 态 弛 豫 的 趋势 . 负 能 模式 的 激发 符合 这 个 一 般 规 律 . 

一 些 学 者 将 这 个 思想 应 用 到 非 线 性 波 , 如 T. M. Cherry 讨论 了 由 正 能 和 负 能 
两 个 振子 非 线 性 耦合 的 系统 ,证 明 它 们 在 一 定 条 件 下 会 出 现 共 振 ,引起 非 线 性 不 稳 
定性 '” ;德国 等 离子 体 物理 学 家 D. Pfirsch 则 指出 ,区 分 这 两 类 模式 要 以 系统 的 
平衡 能 量 作 参 考 系 ,特别 是 非 线 性 不 稳定 性 的 发 生 可 能 与 负 能 模式 有 关 , 当 模式 在 
动力 学 上 可 达到 的 扰动 能 量 小 于 0 时 ,系统 的 平衡 具有 自由 能 ,如 果 由 于 耗 散 ,或 
者 由 于 与 另外 的 正 能 模式 耦合 ,而 使 能 量 从 负 能 模式 中 转移 走 , 则 负 能 模式 的 振幅 
将 增长 , 非 线性 不 稳定 性 就 发 生 了 CU. 

在 模型 (7- 47) 的 情形 下 , 定 态 波 解 办 (x 一 Qi) 就 是 具有 平衡 能 量 的 参考 系 , 现 
在 需要 讨论 扰动 波 34(z :站 的 模式 ,分 析 它 在 动力 学 上 可 达到 的 能 量 状态 及 其 与 非 
线性 不 稳定 性 的 关系 . 代替 运动 介质 ,这 里 定 态 波 解 给 系统 提供 一 个 运动 参考 系 ， 
扰动 波 模式 在 其 中 的 频率 出 现 了 多 普 勒 移动 . 不 过 ,模型 (7- 47) 比 上 述 学 者 讨论 的 
情形 还 要 复杂 些 , 除 了 提供 一 个 运动 坐标 系 外 , 定 态 波 势 阱 如 (8) 对 扰动 波 模 式 还 
有 散射 作用 ,扰动 模式 在 线性 近似 下 是 一 组 独立 的 准 模 ,每 个 准 模 的 本 征 矢量 
在 传 里 叶 空 间 各 个 和 方向 上 都 有 投影 . 下 面 我 们 将 根据 不 等 式 (8- 43) 和 (8- 44) 分 
别 定义 正 能 和 负 能 的 准 模 , 探 讨 模式 能 态 随 参数 的 改变 及 其 与 定 态 波 稳定 性 的 关 
系 , 在 此 过 程 中 我 们 还 将 观察 到 , 定 态 波 解 的 分 倪 与 扰动 波 准 模 的 本 征 矢量 避 ” 在 
参数 空间 中 出 现 奇异 性 密切 相关 . 


8.3.4 向 正 能 准 模 的 转变 和 鞍 结 点 分 贫 


在 节 8. 2. 2 中 已 指出 , 定 态 波 解 的 滞后 不 稳定 性 是 扰动 波 的 某 个 特征 准 模 出 
现 贰 结 点 分 岔 引起 的 ,在 图 7-7(a) 的 参数 范围 内 ,这 个 特征 准 模 是 有 一 2, 现 在 让 我 
们 讨论 准 模 A= 2 的 本 征 矢量 在 分 贫 前 后 的 行为 . 计算 沿 图 7-7Ca) 中 给 定 Q 的 S 
形 滞后 曲线 进行 ,求解 相应 矩阵 H 的 各 复 共 轮 本 征 信 对 应 的 本 征 矢量 24* 及 其 强 
度 , 这 里 特别 关心 特征 准 模 5= 2 的 结 

图 8-14  Q—0. 56 REMER R= 2 PAP SCA AE A at A SPE | Of | ME e 的 变化 ， 
图 (a) 沿 波 能 滞后 曲线 的 下 分 支 ,图 (b) 沿 上 分 支 ，。” 和 *。” 分 别 表 示 e UR 
la (下 同 ), 由 图 可 见 , 当 e 一 0 时 | 缚 忆 1=0, 而 | 必 221=V2, 这 就 是 说 ,在 线性 极 
限 下 ,系统 只 允许 伟 里 叶 模 式 一 2 逆向 于 定 态 波 传播 ,这 与 线性 色散 关系 (8-12) 
给 出 的 结果 完全 一 致 
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BG e 增加 ,图 8-14 CO HP 19,2 | (实心 圆 点 ) 逐 渐 减 小 ,相应 地 | 名 2| (空心 圆圈 ) 
逐渐 增 大 , 正 向 和 道 向 两 个 分 支 的 强度 渐渐 变 得 可 比 , 约 到 S- 形 滞后 曲线 下 拐点 
处 ,恰好 在 图 8-3 中 准 模 & 一 2 频率 变 为 0Cwi-;: 一 0) 时 ,两 条 曲线 汇合 在 | 名 | 二 1 
这 一 点 , 正 向 和 道 向 本 征 运动 的 强度 变 得 相等 . 回忆 准 模 & 一 2 在 鞍 结 点 分 岔 时 本 
征 频 率 wi-; 二 0. 即 没有 任何 有 限 大 小 的 频率 可 供 该 准 模 在 系统 中 传播 .而 此 时 扰 
动 准 模 相 对 于 定 态 波 正 向 和 逆向 运动 的 本 征 矢 量 交 :; 变 得 势 均 力 政 ,不 仅 强 度 相 
等 ,它们 的 每 一 个 分 量 也 都 分 别 相 等 ,这 也 许 不 是 偶然 的 . 
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图 8-14 出 现 鞍 结 点 分 岔 的 特征 准 模 &= 2 的 本 征 矢量 强度 随 e 的 变化 
(Q=0,56) 


现在 考虑 滞后 曲线 负 和 斜率 分 支 上 特征 准 模 本 征 矢 量 的 行为 .我们 知道 ,在 整个 
HABLA b EME R= 2 的 本 征 频率 wi-, 一 直 保 持 为 0, 相 应 地 本 征 值 Xi-: 变 为 实 
数 ,前 面 所 作 的 复 共 斩 本 征 值 假设 已 不 再 成 立 ,并且 £s 2 的 各 分 量 也 都 变 
为 实数 . 不 过 假设 此 时 仍 可 应 用 定义 (8-38) 和 (8-39) ,那么 直接 从 公式 (8- 41) 和 
(8- 42) ERI 8 8010; 2| = ofl, it — Mie. 这 样 ,在 滞后 的 整个 负 斜 率 分 支 上 特征 
ERE R= 2 正 向 和 北向 的 本 征 运动 始终 处 于 势均力敌 的 状态 ,这 种 状态 一 直 维 持 到 
SÉ WEG BEES ED S. 

El 8-14(b) 是 沿 相 应 滞后 曲线 上 分 支 计算 的 结果 :此 时 准 模 &= 2 BU IE [8] RE 
向 本 征 运动 不 平衡 再 度 出 现 . 由 图 可 知 ,在 滞后 曲线 的 上 拐点 亦 即 特征 准 模 发 生 道 
鞍 结 点 分 贫 的 参数 附近 ,两 个 分 支 的 本 征 矢 量 强度 变 得 相等 ,| 芯 2:| 一 | 名 - v" 
HME wi- =0; FEL ING S3 PPM NES P PS lo, | 逐渐 减 小 ， 
^ EAT SABA viii s rot BRE A ROS ER EUN 
正好 相反 ;与 此 同时 . 准 模 &A= 2 的 本 征 频 率 w-=: 也 再 度 变 为 非 0. 
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这 样 ,根据 正 能 和 负 能 模式 的 定义 ,特征 准 模 &=2 在 S 形 滞后 曲线 的 整个 下 
分 支 上 都 为 负 能 态 , 而 在 滞后 曲线 上 分 支 , 它 突 变 为 正 能 态 
除 特征 准 模 外 ,其 他 准 模 的 本 征 矢量 沿 S 形 滞 后 曲线 的 变化 都 是 连续 的 ,也 没 
有 出 现 能 态 改变 .图 8-15 £5 0.56 时 另外 两 个 准 模 本 征 矢量 强度 | 立 | 沿 S 形 
滞后 曲线 的 变化 ,图 (a) R— 1. (00 £—3. 在 灌 后 曲线 的 3 个 分 支 上 &= 1 都 保持 为 
正 能 ,始终 有 |1a | > le) | k= 3 GERA RE Alot |< lop} |) Ath k> 准 模 
也 一 直 保 持 负 能 态 . HUT AAE fEXX PBR REN RE SER E — 2 出 现 
能 态 突变 相关 ， 


0 0.05 0.10 0.15 a 0.05 0.10 0.15 


E€ £O 
(a) BE A = 1 (b) EK A = 3 


图 8-15 非特 征 准 模 的 本 征 矢量 强度 随 e A 35 [560 — O, 56) 


在 不 同 参数 范围 内 计算 的 样本 都 指向 下 面 的 结论 : 洲 后 跃迁 的 发 生 与 某 个 特 
征 准 模 从 负 能 态 向 正 能 态 转变 相关 . 例如 ,对 应 图 7-7 BOO ~ (6O f] — SR Hes BH 
££ ,特征 准 模 分 别 为 £= 二 2,3,4, 在 滞后 曲线 的 下 分 支 ,它们 分 别 是 负 能 准 模 ,而 在 
上 分 支 分 别 变 为 正 能 准 模 . 图 7-11 中 多 级 滞后 曲线 也 很 有 可 能 与 越 来 越 高 波 数 的 
准 模 上 从 负 能 态 转变 为 正 能 态 相 联系 . 


8.3.5 负 能 准 模 的 激发 和 Hopf 23 $8 


和 鞍 结 点 分 岔 一 样 , Hopf 分 贫 也 与 扰动 波 准 模 的 本 征 行 为 出 现 不 连续 性 有 
关 , 包 括 本 征 值 和 本 征 矢 量 的 不 连续 性 . 在 节 8.2.3 中 已 经 知道 , 定 态 波 解 的 Hopf 
分 岔 涉及 了 一 对 非 线 性 共振 的 准 模 , 它 们 的 本 征 值 实 部 和 虚 部 在 参数 空间 分 别 发 
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生 了 重 联 ,表现 出 某 种 奇异 性 ; 随 s 增加 ,在 重 联 点 附近 一 个 准 模 的 本 征 值 实 部 从 
负 方向 跨 过 0, 与 之 共振 的 那个 准 模 的 本 征 值 实 部 则 变 得 更 负 , 本 节 将 进一步 讨论 
这 一 对 共振 准 模 的 本 征 矢量 在 参数 空间 中 的 行为 . 

图 8-16 至 图 8-18 与 图 8-5 至 图 8- 8 的 参数 区 相同 ,都 对 应 图 7- eee 
沾 后 曲线 的 下 分 支 . 这 里 集中 讨论 与 准 模 共振 有 关 的 现象 ,在 这 个 参数 区 中 上 一 
2 是 一 对 共振 准 模 ,图 8-16 至 图 8-18 中 分 别 给 出 了 不 同 O 值 下 准 模 二 1， NM 
TEAR RE B e WEIL. AD AE s :实心 的 是 123-1.,1. 
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图 8-16 引起 Hop[ 分 贫 的 一 对 共振 准 模 的 图 8-17 引起 Hopf 分 岔 的 一 对 特征 准 模 的 
本 征 矢量 强度 随 e 的 变化 (Q=0.56) 本 征 矢量 强度 随 e 的 变化 (2 一 0. 5638) 
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图 8-18 引起 Hopf 分 岔 的 一 对 特征 准 模 的 本 征 矢量 强度 随 的 变化 (Q 一 0. 5642» 


图 8-16 F (20. 56. Elo >lo i UR oio <] di LL BE EL E— 1,2 分 
别 有 正 能 和 负 能 态 , 随 e 增加 , | of) | All esci LT REUS LEE lo) | Al l EE 
升 后 下 降 ,2 个 准 模 几乎 同步 地 变化 .在 600. 065[ 即 图 8-5(a) 中 本 征 值 实 部 的 简 
并 点 ] 附 近 2 个 本 征 矢量 分 支 有 相互 吸引 ”的 趋势 ,它们 的 值 向 1 靠拢 ,说 明 2 个 
准 模 的 正 向 和 逆向 分 支 本 征 运动 在 这 里 变 得 比较 平衡. 
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图 8-17 中 Q 二 0.5638, 这 种 相互 吸引 趋势 更 加 明显 , |.) | 和 | 忌 _;| 作 为 e 的 
PRC SP SIDE T NV 形 曲 线 , 而 | 如 -1 | A 0 o2 | 分 别 形成 了 A RR. HE es0. 063 
附近 . 几 条 曲线 的 尖 点 几乎 都 触 到 1.2 个 准 模 正 向 和 逆向 的 本 征 运 动 分 支 的 强度 
在 尖 点 处 变 得 非常 接近 . 

Q 继续 增加 到 一 个 临界 参数 时 ,共振 准 模 的 本 征 矢 量 发 生 了 重 联 , 重 联 发 生 在 
V 形 与 A 形 曲线 的 尖 点 对 接 在 强度 等 于 1 时 ,(2.s)s(0.5639.0.0615) .与 本 征 
值 重 联 的 位 置 相同 . 具体 地 说 ,原来 在 图 8-17 PMO) 的 左上 分 支 将 与 1 让 2 的 
fi Par cite. |e (NAP ot OS lo | 的 右上 分 支 连接 等 等 . 总 之 . 重 联 发 生 
在 共振 模式 本 征 矢 量 的 同 向 分 支 之 问 . 

图 8-18(Q=0. 5642) 是 重 联 已 发 生 后 的 情形 ,由 于 重 联 , 随 e 增加 两 个 准 模 将 
分 别 出 现 能 态 改变 . 由 图 可 见 . 准 模 &=1 PL A XE o | lat) lg 
在 ss*0.061 时 汇合 到 1. 然后 道 向 本 征 运 动 变 得 占 优 , | 避 -i L6 LL RE. e 
从 左边 跨 过 0. 061 时 ,一 1 从 正 能 准 模 变 成 了 负 能 准 模 ;在 稍 大 的 。 处 , 准 模 有 二 2 
经 历 了 相反 的 过 程 ,在 ez0.062 3x — 5 E IER L0; 21 > la, LR EI Ar D 
到 1. Bf 5 E M LE F0 A HE 3S LARES CUR 1021 10); | ,因此 越过 这 个 参数 点 准 
Bi k-—2 从 负 能 态 变 成 了 正 能 态 , 小 插图 给 出 了 本 征 矢量 随 s 变化 的 细部 ,从 中 可 
清楚 地 看 到 , 随 e 增加 准 模 & 王 1 和 k=2 的 能 态 转变 是 先后 发 生 的 ,&=1 先 变 成 负 
能 态 ,而 后 有 一 2 变 成 正 能 态 . 

pa e 增加 共振 准 模 的 能 态 转变 有 先后 ,这 一 事实 在 Q=0. 60 时 (图 8-19) 看 得 
更 清楚 . 在 620. 082 RETE E — 1 先 从 正 能 变 成 负 能 ,而 后 在 es*0. 11 处 准 模 & 一 2 
从 负 能 变 成 正 能 ,这 样 ,在 s 从 0.082 到 0.11 很 大 一 个 区 间 ,两 个 准 模 的 能 态 都 是 
负 的 ,它们 都 以 逆向 运动 分 支 占 优 . 与 图 8- 8 和 图 7-15 比较 可 见 , 约 在 这 个 参数 范 
围 内 Hopf 不 稳定 性 增长 率 出 现 驼 峰 , 波 能 周期 振东 的 幅度 也 出 现 驼 峰 . 虽然 由 于 
耗 散 效应 , 准 模 能 态 转变 的 两 个 临界 点 ce = 0. 082 A e—0. 11 并 不 正好 是 Hopf 分 
岔 和 道 分 岔 的 临界 点 ,但 非常 明显 ,一 对 共振 准 模 负 能 态 的 激发 与 Hopf 4 $2; 2 [8] 
存在 某 种 正 的 相关 ,它们 的 本 征 矢量 送 向 分 支 越 强 .能 态 越 负 ,Hopf 不 稳定 性 的 增 

与 节 8. 2 rp — FE ,判断 解 出 的 本 征 矢 量 属于 哪 一 个 准 模 , 要 根据 相应 本 征 值 入 
( 实 部 或 虚 部 ) 的 连续 性 ,图 8-16 至 图 8-19 rp £— 1.2 就 是 这 样 标记 的 ,由 此 观察 
到 了 本 征 矢量 重 联 这 一 现象 . 重 联 是 共振 准 模 的 本 征 行为 在 参数 空间 表现 出 的 一 
种 奇异 性 ,从 已 有 的 结果 看 , 它 总 是 发 生 在 两 个 共振 准 模 的 同 向 本 征 矢量 分 支 之 
间 , 随 着 驱动 强度 的 继续 增加 ,在 重 联 点 附近 的 一 个 参数 区 间 , 两 个 准 模 本 征 矢量 
的 道 向 分 支 都 得 到 充分 激发 (参见 图 8-190 ,它们 以 Hopf 分 岔 的 形式 释放 出 自由 
能 . 负 能 准 模 的 激发 与 Hopf 分 从 之 间 的 相关 说 明 , 虽 然 分 岔 后 波动 变 得 更 起 伏 不 
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定 , 系 统 却 很 可 能 达到 了 一 个 自由 能 更 低 的 也 就 是 在 动力 学 上 更 稳定 的 状态 . 


0 0.05 0.10 0.15 
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图 8-19 引起 Hopf Zt 4x 83 — Xt FF TE HE RAY AR E R R E E e 1 28 560 — 0. 60) 


在 本 章 的 最 后 ,我们 试图 回答 下 面 的 问题 : 对 于 一 个 空间 延展 系统 ,在 计算 机 
模拟 将 空间 作 离 散 化 时 ,要 在 多 高 波 数 的 模式 上 截断 才 不 至 于 丢失 系统 主要 的 动 
力学 信息 ? 这 个 问题 没有 简单 答案 ,但 是 在 分 析 了 定 态 波 解 的 稳定 性 后 ,我 们 至 少 
可 以 作 到 心中 有 数 . 例如 ,在 相应 于 图 7-7(a) 中 那 一 篮 滞 后 曲线 的 参数 区 , 鞍 结 点 
和 Hopf 失 稳 的 准 模 都 是 二 2, 如 果 e 不 是 很 大 ,和 矩阵 H 仍 以 主 对 角 线 (上 的 二 维 
子 矩 阵 ) 占 优 , 任 一 准 模 也 以 在 相应 的 侍 里 叶 方向 上 的 投影 占 优 ,那么 只 要 将 
傅 里 叶 空 间 截断 到 模式 A 六 2 的 高 波 数 ,主要 的 动力 学 信息 将 不 会 丢失 . 在 另外 的 
参数 区 ,如 图 8- 9 中 的 情形 ,Hopf 分 贫 涉 及 更 多 的 准 模 &, 它 们 在 相应 的 傅 里 时 A 
方向 上 的 投影 也 可 能 不 再 明显 占 优 ,如 果 模 拟 中 采用 的 模式 数 太 少 ,结果 与 实际 情 
况 将 有 较 大 差异 . 从 前 面 的 分 析 知 道 , 随 着 0 减 小 .出 现 鞍 结 点 分 贫 的 准 模 逐 渐 问 
高 波 数 移动 ,在 2 一 0 的 极端 情形 下 , 著 结 点 分 岔 的 特征 准 模 应 是 Ac，* 任 何 有 限 
波 数 截断 下 的 模拟 计算 都 不 能 观察 到 定 态 波 的 滞后 现象 . 在 后 面 讨论 洲 流产 生机 
制 时 ,我 们 将 选择 图 7-7(a) 的 参数 区 ,那里 定 态 波 解 的 失 稳 ,无 论 是 鞍 结 点 还 是 
Hopf RE ,都 发 生 在 准 模 有 一 2 上 ,预料 系统 主要 的 动力 学 性 质 可 以 在 不 太 大 的 傅 
里 叶 空 间 中 定性 地 展示 出 来 . 
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一 个 多 世纪 以 来 ,为 研究 湛 流 现象 人 们 进行 了 很 多 努力 ,但 对 它 的 机 制 仍 不 其 
明了 . 究 其 原因 ,有 人 指出 ,是 因为 对 于 均匀 满 流 ( 即 在 无 限 空间 中 性 质 均 一 的 满 
流 ) .似乎 缺乏 一 个 小 参量 可 以 作为 微 扰 论 的 基础 .幸运 的 是 , 存 认 识 到 在 随 波 坐 
标 系 中 定 态 波 解 是 模式 空间 中 的 一 个 不 动 点 后 ,知道 至 少 对 一 类 非 线 性 波动 方程 
来 说 ,如 果 存 在 定 态 波 解 .就 可 以 对 它 作 扰动 .并 像 传统 所 作 的 那样 建立 起 相关 的 
微 扰 论 . 在 上 一 章 中 ,我 们 以 模型 (7- 47) 为 例 , 导 出 了 在 定 态 波 解 上 微 扰 的 本 征 方 
T£ ,通过 分 析 扰 动 准 模 的 本 征 行 为 ,发 现 了 定 态 波 解 两 种 可 能 的 失 稳 方式 : Pih 
TEM Hopf 4r x. 对 于 线性 系统 ,一 般 获 知 其 本 征 行 为 足 侨 ,但 非 线 性 研究 不 会 
止步 于 此 , 它 要 关注 当 扰 动 振幅 随时 间 指 数 增长 后 微 扰 论 不 再 适用 时 ,系统 将 出 现 
什么 样 的 动力 学 行为 ,这 就 是 要 讨论 所 谓 远 离 平 衡 态 的 问题 . 

模型 (7- 47) 中 对 于 定 态 波 解 罗 (8) 的 扰动 56$(&,7r) 由 方程 (8-10) 制 约 . 该 方程 
中 因 系 统 非 线 性 效应 带 来 的 有 两 项 ,其 中 

S18. O08] 

项 描写 定 态 波 解 加 (8 与 扰动 波 8 之 间 的 相互 作用 , 另 一 项 

66 9.58 
是 扰动 波 的 自 非 线性 . 当 扰 动 幅度 很 小 时 , 自 非 线性 项 可 以 被 忽略 ,但 是 .如 果 Sg 
的 幅度 增加 到 与 定 态 波 解 $. (6) 的 幅度 可 比 时 , 它 的 自 非 线 性 就 不 能 再 被 忽略 .在 
这 种 情况 下 ,扰动 波 一 方面 受到 定 态 波 解 如 (8) 作 为 势 阱 的 散射 作用 , 男 一 方面 扰 
动 模式 之 间 还 将 出 现 复 杂 的 模 - 模 耦合 过 程 . 随 着 扰动 波幅 度 的 增 大 ,它们 之 间 的 
模 - 模 耦 合 过 程 表现 得 越 来 越 活跃 . 上 一 章 我 们 已 经 指出 ,在 随 波 坐 标 系 中 ,对 定 态 
波 解 的 扰动 5$(&,r) 携 带 了 系统 随时 间 演 化 的 全 部 信息 ,因此 , 像 湛 流 这 样 的 复杂 
动力 学 现象 , 正 是 扰动 波 非 线 性 发 展 的 结果 . 

在 流体 和 等 离子 体 研究 中 ; 常 将 湾流 粗略 地 区 分 为 弱 满 和 强 满 两 大 类 . 953 d HJ 
时 空 演化 比较 缓慢 ,波动 能 量 主要 集中 在 长 波 波段 ; 强 注 也 被 称 为 充分 发 展 的 注 
流 , 它 的 涨 落 幅 度 大 得 多 , 场 量 随 时 空 迅速 变化 ,特别 是 短波 模式 被 充分 激发 . 前面 
曾 提 到 ,通常 人 们 按照 场 能 与 粒子 热能 之 比 来 区 分 弱 满 与 强 淇 ,以 等 离子 体 静 电波 
为 例 . 假 设 涨 落 电场 的 强度 为 五 .典型 波 数 为 &. 等 离子 体 电 子 密度 和 温度 分 别 为 7 
和 0. ,是 电子 的 德 拜 半径 ,那么 当 E /Ann0 E AL WE JE R EXT UE 25 05 vt EK JT d 
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超过 粒子 热 运 动 的 影响 , OK AY Be BS a i OPO dn ER 
PERPER. 当然 ,这 不 是 一 种 动力 学 意义 上 的 严格 划分 

那么 ,我 们 能 和 否 从 动力 学 状态 上 区 分 弱 涂 和 强 庙 呢 ? 在 第 七 章 中 对 非 线性 漂 
移 波 模型 (7- 47) 的 数值 模拟 结果 已 经 显示 了 定 态 波 失 稳 后 的 一 些 混沌 运动 状态 ， 
它们 有 的 看 起 来 像 人 们 所 说 的 弱 湛 (如 图 7-16), 有 的 则 像 强 满 或 充分 发 展 的 沸 流 
(如 图 7-17). 在 本 章 和 下 一 章 中 ,我 们 将 在 随 波 坐 标 系 中 讨论 定 态 波 解 失 稳 后 的 
运动 . 本 章 将 讨论 弱 淇 态 ,说 明 它 是 定 态 波 解 作为 相 空 间 中 的 一 个 不 动 点 经 过 一 系 
列 局 域 分 岔 后 发 展 起 来 的 ,在 这 个 演变 ERE DUC NOR ALIE ND E E 
扑 环 上 . 我 们 还 将 说 明 ,拓扑 奇 点 的 出 现 将 中 断 局 域 分 岔 序列 , 申 于 奇 点 的 存在 , 运 
动 流 形 的 环形 拓扑 有 可 能 阵 发 地 被 破坏 ,使 得 波动 的 时 空 行为 暂时 变 得 十 分 无 序 ， 
直到 运动 轨道 再 度 调 节 到 拓扑 环 上 . 下 一 章 将 讨论 强 庙 e t as HO JL A 53 99 im (E 27) 
力学 上 完全 不 同 , 它 由 全 局 分 岔 所 引发 ,是 一 种 不 连续 的 状态 突变 . 此 外 ,我 们 还 将 
说 明 弱 满 与 强 浇 分 属于 截然 不 同 的 两 种 相同 步 状态 . 
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章 在 随 波 参 照 系 中 对 定 态 波 解 各 (6 进行 了 微 扰 ,知道 由 (6) 作 为 模式 空 
"na 通过 鞍 结 点 分 贫 和 Hopf 分 贫 出 现 失 稳 . 从 本 章 开始 ,我 们 
考虑 完全 的 非 线 性 波动 方程 (7- 47). 将 $x, 由 展开 为 


bret) 一 Se" tee. (9-1) 


Ap gas comgSO-$9.0,. 代入 波动 方程 (7- 47) 后 ,得 到 模式 3, GO TIC 
从 的 方程 为 


(1 — ak’) dh, + icki + E 了 Ag + 7b. 一 òia Csin + icosQr] = 0. 
prq-k 


(9-2) 
注意 这 里 和.(1) 是 波动 解 éco dg ap BR 5S eR HK 9906.0 
的 模式 89, COR E — T CS. 首先 参照 系 不 同 , 式 (9-2) 是 在 实验 室 坐标 系 中 的 方 
程 , 在 第 八 章 作 稳定 性 分 析 时 出 现 的 扰动 波 8#(6,z) 则 是 在 随 波 坐标 系 $= 二 zx 一 Qt， 
r=t 中 的 变量 ;其 次 ,扰动 波 8%(8,r) 只 包含 波动 解 % Er) 中 随时 间 变 化 的 活跃 部 
分 ,满足 $8&,7) =, (2) +:db(E. 7) :因此 34(6c) 只 是 从 波动 解 Ce o rh BET ES 
iE A: D EUR RISE HD. 
将 复 模式 用 它 的 实 振幅 和 实 位 相 表 示 ,波动 解 Ce 0 P8 48 HR RAS A 


N 
prn = SA Ccoslkr +9. 1. (9-3) 
k=l 
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xc R LÀ, CO De CO } 都 是 实数 ,波浪 号 表示 这 里 模式 的 振幅 和 位 相 一 般 可 以 随时 间 
变化 ,不 像 定 态 波 解 48) 展开 式 (7-51) 中 模式 振幅 A, 和 位 相 9 都 是 时 间 的 常 
数 , 后 面 式 (9-7) 中 9. 上 的 波浪 号 的 意义 也 同 此 . 

在 用 贵 谱 方 法 数值 求解 方程 49-2) 时 :在 每 一 个 步 长 上 都 可 以 获得 复 模式 
Be (四 的 信息 ,由 此 可 计算 出 它 的 振幅 和 位 相 (A,5} 随 时 间 的 演化 .其 中 模式 的 
振幅 是 


A,it) = 2 VLReg CO F + [Im$&; (2) (9-4) 
位 相 9, 满足 tang, (1) = Imh, (1)/ Red (t), (9-5) 
ES A 3. CO TEL T xx KE p KI E fL 9. CO 9 fe EAH, 的 实 部 和 
虚 部 符号 最 后 决定 ， 
这 样 得 到 的 位 相交 (是 在 实验 室 中 观察 的 结果 ,我 们 需要 将 其 转换 到 随 波 运 
动 坐标 系 (&,7) ,这 是 观察 非 线性 波 的 动力 学 的 恰当 参照 系 , 在 这 个 坐标 系 中 的 位 
相 相 对 于 实验 室 坐标 系 的 将 出 现 多 普 勒 移动 . 为 计算 在 随 波 坐 标 系 (8,7) 中 模式 的 
位 相 , 将 波动 解 重新 展开 为 


PE = SA, (cosik + hr)], (9-6) 
& 
Hip, 与 在 实验 室 参 照 系 中 的 模式 位 相 534 满足 下 面 的 关系 ， 
0, CO = 9.60 + kA, (9-7) 


因此 ,多 普 勒 移动 的 大 小 依赖 于 模式 的 波 数 4, 波 长 越 短 ,移动 越 大 . 这 就 好 比 一 个 
大 齿轮 与 一 组 半径 各 异 的 小 齿轮 咬合 , 随 大 齿轮 旋转 ,小 此 轮 半 径 越 小 旋转 的 周 数 
越 多 . 

在 用 许 谱 方法 解 方 程 (7- 47) 时 , 除 离散 化 外 没有 对 波动 方程 的 形式 作 任 何 变 
动 ,也 没有 对 解 作 任何 近似 假设 ,因此 用 上 述 方法 计算 的 {A CO ,9(7)) 结 果 非 党 
可 靠 , 除 了 硅 谱 方法 本 身 以 及 模式 截断 等 可 能 带 来 的 误差 外 ,它们 真实 地 反映 了 该 
非 线性 波动 系统 各 尺度 模式 运动 的 信息 ， 


9.1.1 不 动 点 向 极限 环 的 分 盆 


第 八 章 已 经 说 明 .在 随 波 坐标 系 中 定 态 波 解 各 (s,r) 作 为 相 空 间 中 的 一 个 不 动 
点 ,可 能 发 生 鞍 结 点 分 岔 和 Hopf 分 岔 ,其 中 贰 结 点 分 岔 是 一 种 绝对 不 稳定 性 , 数 
值 研究 表明 ,在 鞍 结 点 不 稳定 的 定 态 波 不 动 点 和 它 的 紧邻 找 不 到 可 实现 的 波动 状 


干 的 合作 关系 . 下面 我 们 将 目光 聚焦 在 Hopf 不 稳定 的 定 态 波 解 附近 ,观察 失 稳 前 
后 的 波动 状态 . 

先 看 稳定 定 态 波 各 (8&) 的 情形 .图 9-1 给 出 0Q==0. 60,e 一 0.06 时 模式 & 王 1~5 
(6) S48 0, CO LES GO 1-80 ici 全 72[ 图 (b)] 随 时 间 z 的 演化 ,它们 是 用 上 一 节 提 出 的 
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EWR Eon 0, CO CT. 27 范围 内 的 主 值 . 由 图 可 见 , 对 应 这 个 稳定 的 
定 态 波 ,各 模式 的 振幅 和 位 相 都 渐 近 地 趋向 常数 ,它们 与 从 定 态 波 的 模式 方程 组 
《7-52) 得 到 的 解 完 全 相同 , 这 个 结果 也 证 实 , 在 随 波 坐 标 系 中 定 态 波 解 s CO B A 
是 相 空间 中 的 一 个 不 动 点 ,在 本 例 中 不 动 点 是 稳定 的 ,只 要 初始 条 件 在 它 的 吸引 盆 
内 ,轨道 都 将 被 吸引 到 这 个 不 动 点 上 *. 
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图 9-1 在 随 波 坐 标 系 中 稳定 定 态 波 解 的 模式 位 相 和 振幅 随时 间 的 演化 (Q=0. 60.6 = 0, 06) 


从 第 八 章 的 稳定 性 分 析 知 道 , 对 于 Q=0.60. 当 es 增加 到 超过 约 0. 065 时 (参考 
图 8-8). S EE 6 CO BE Hopf 不 稳定 性 .在 失 稳 方向 二 2 上 的 扰动 被 放大 ， 
相应 的 本 征 频率 ( 记 为 w;_;) 在 运动 中 显现 出 来 . 在 相 空 间 其 他 本 征 方向 上 虽然 也 
有 非 零 本 征 频率 ,但 它们 的 振幅 被 抑制 ,频率 不 会 在 渐 近 波动 中 显现 .因此 ,和 迭 加 在 
定 态 波 加 (8) 不 动 点 上 的 只 有 频率 为 w: :的 振动 . 这样, 与 非 线性 时 序 系统 的 情形 
一 样 ,Hopf 失 稳 的 不 动 点 在 相 空 间 中 将 发 展 成 为 一 个 极限 环 吸引 子 . 

图 9-2 PRS AYE Q=O0. 60 时 ,在 s=0.06 一 0.07 参数 区 中 的 几 个 计算 样本 , 相 
El (a) SE O,-2 CO FE On. CO AY PRB. CO EE Ay CO /2 VER À CO /2 的 函数 ,由 
B nf OL. ASAE AY c ig TTT ALE 1189 DLE UL BB A AS IS 4T A RR, 
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图 9-2 在 随 波 坐 标 系 中 渐 近 波动 解 的 模式 位 相 和 振幅 的 相 图 (Q=0.60.e 二 0.06 一 0.07) 
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在 图 9-2 对 应 的 参数 区 内 , 失 稳 准 模 振幅 的 线性 增长 率 随 e 增加 ,因此 轨道 最 
终 被 吸引 在 尺度 越 来 越 大 的 极限 环 上 . 图 中 可 见 一 条 曲线 穿 过 这 些 极限 环 的 中 心 ， 
它 是 求解 定 态 波 如 (6) 的 模式 方程 (7-52) 得 到 的 结果 ,其 中 实 线 部 分 对 应 的 是 稳定 
的 定 态 波 解 随 e 的 改变 ,虚线 部 分 对 应 的 是 不 稳定 定 态 波 解 , 图 中 的 那些 极限 环 正 
是 从 虚线 上 相应 的 不 稳定 定 态 波 解 分 岔 而 来 的 - 尖 1. 

图 9-3 dB EG: Hopf 分 贫 的 参数 区 ,0 一 0. 60,s 一 0. 13 一 0. 15( 参 考 图 8- 8)， 
在 这 个 参数 区 中 失 稳 准 模 振幅 的 线性 增长 率 随 s 增加 逐渐 减 小 .相应 地 图 9-3 中 
极限 环 的 尺度 也 随 e 增加 逐渐 缩小 ,最 后 稳定 到 不 动 点 ,图 中 以 圆 点 表示 . 
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FA 9-3 ”在 随 波 坐 标 系 中 渐 近 波动 模式 振幅 的 相 图 (02 二 0.60,e 二 0. 13 一 0. 15) 


不 难 确认 图 9-2 和 图 9-3 中 Hopf 失 稳 的 频率 恰 在 扰动 准 模 上 二 2 的 本 征 频 率 
附近 , 准 模 投 影 在 所 有 傅 里 时 天 方向 上 ,所 以 在 任何 下 方 向 都 可 以 观察 到 这 个 频 
率 . 图 9-4(a) 和 (分 别 是 2 Cn 和 Any/2 的 傅 里 叶 频谱 (O 王 0. 60 2 = 0. 10) , 它 
们 显示 基 频 ws*0. 345 和 它 的 谐 波 频率 noi (a 为 整数 ) 的 谱 线 ,与 图 8- 8(b) 比 较 ， 
知道 在 极限 环 上 运动 的 频率 大 体 就 等 于 相应 定 态 波 解 失 稳 的 本 征 频 率 cw; - 
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图 9-4 渐 近 波 能 BC) 为 简单 周期 运动 时 ,在 随 波 坐 标 系 中 
观察 的 模式 位 相 和 振幅 的 频谱 (=0.60,e 一 0. 100 
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图 9-5 Æ 70. 60.e=0. 0675 时 用 里 谱 方法 数值 模拟 波动 方程 (7- 47) 得 到 的 
渐 近 态 的 频谱 .图 (a) 是 周期 振荡 的 波 能 E(1) 的 谱 , 其 中 基 频 位 于 wrsz0. 34, 正 好 
就 在 定 态 波 解 Hopf 失 稳 的 频率 wi .; 附 近 ; 图 (b) 是 在 实验 室 坐 标 系 固定 空间 点 处 
观察 的 涨 落 电位 内 xz=0.0 的 频谱 , 它 的 形式 要 复杂 些 , 失 稳 频 率 we 以 与 mQ(m== 
1.2,…) 拍 频 的 形式 出 现在 波谱 中 .这 是 因为 定 态 波 解 以 群 速度 0 运动 ,Hopf 失 稳 
频率 发 生 了 多 普 勒 移动 的 缘故 . 
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0.5 Lo o I 2 3 4 o 
(a) 波动 能 其 的 频谱 / (0) (b). 在 固定 空间 点 测量 的 波 贡 数 的 频谱 (o) 


图 9-5 数值 模拟 波动 方程 (7- 47) 得 到 的 渐 近 波 能 ECO Se ay fo 8 1 A 
振荡 时 的 频谱 (2=0.60.s=0.0675 .实验 室 坐 标 系 ) 
波动 模式 振幅 和 位 相 的 Hopf 分 盆 使 得 波动 看 起 来 更 为 魏 忽 不 定 ,作为 比较 ， 
9- 6Ca) 和 (b) 分 别 给 出 分 倪 前 后 渐 近 波动 的 时 空 斑 图 :图 (a) 中 2— 0. 60.e=0. 06, 
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图 9-6 定 态 波 发 生 Hopf 分 岔 前 后 的 渐 近 波 斑 图 $Cr. D 


214 BAE BEII 


是 一 个 稳定 定 态 波 和 加 (zr,t) 的 时 空 斑 图 , 波 的 形状 和 幅度 不 随 1 改变 ;图 (b) 中 
2 一 0.60,e 一 0. 10, 此 时 定 态 波 解 已 经 出 现 Hopf 不 稳定 性 ,图 中 实现 了 的 波动 解 
PD AEREE, 但 从 前 面 的 分 析 知 道 , 如 果 在 随 波 坐 标 系 中 观察 , 它 的 轨 

道 运动 在 相 空 间 中 严格 地 遵循 一 定 的 规律 : 所 有 傅 里 时 模式 的 振幅 和 位 相 都 以 同 
一 个 频率 围绕 不 动 点 作 周 期 运动 


9.1.2 在 高 维 环 上 的 空间 相干 波动 


当 参 数 (Q,e) 进 一 步 改变 时 ,图 9-2 所 示 的 极限 环 不 再 稳定 ,各 模式 振幅 和 位 
JB LÀ. CO 0, Cr) 的 运动 继续 分 岔 .图 9-7(a) 中 给 定 Q=0.65, 计 算 了 es 一 0. 186, 
0. 187,0. 188 这 3 个 参数 下 轨道 运动 的 庞 加 莱 截 面 , 即 每 当 轨 道 经 过 模式 A= 1 的 
PHO OS OAM x WEAGE r CRN RAL 的 位 相 , 图 中 是 位 相 
0,-5 Cc 作为 和 -Cr ) 的 函数 , 由 图 可 见 轨道 的 截 点 分 别 形 成 了 两 套 闭 合 曲线 ,这 
说 明 ,对 应 每 一 个 s 值 ,轨道 都 在 相 空 间 中 一 个 面包 圈 样 的 二 维 环形 拓 扑 上 运动 . 
图 9-7(a) 中 的 庞 加 莱 截 面 就 像 沿 面 包 圈 大 直径 切 了 一 刀 , 两 个 切口 边界 分 别 形成 
了 闭合 曲线 . 位 于 这 些 闭合 曲线 的 中 心 有 一 个 极限 环 的 庞 加 莱 截 点 ,那些 二 维 环 就 
是 从 这 个 极限 环 Hopf 分 岔 而 来 的 . 除 在 极限 环 上 运动 的 频率 而 外 ,一 个 新 频率 伴 
随 Hopf 分 贫 出 现 .图 9-7(a) 中 的 小 插图 是 没有 作 庞 加 莱 截 面 时 的 相 图 9.-; (7) 作 
为 0.-z(7z) 的 函数 ,轨道 在 相 空间 中 准 周期 地 演化 . 对 应 二 维 环流 形 ,波动 br BS 
时 空 行为 看 起 来 更 加 捉摸 不 定 . 


sli ~ . -0.8 


8, (Tr) 8,.. (0) 
(a) € = 0.186. 0.187, 0.188 (b) e 70.192 
图 9-7 在 随 波 坐 标 系 中 波动 轨道 的 庞 加 莱 截 面 图 (2=0.65) 


随 e 继续 增加 ,二 维 环 拓扑 也 会 失 稳 , 出 现 进 一 步 的 分 岔 .图 9-7(b) 是 = 
0. 65,e—0. 192 时 的 庞 加 莱 截面 图 ,计算 方法 与 图 (a) 相 同 . 图 中 轨道 截 点 散布 在 更 
大 的 相 空间 范围 ,它们 已 形 不 成 光滑 的 曲线 ,说明 轨道 并 非 简单 地 围绕 二 维 环 面 运 
动 , 但 这 些 截 点 仍 集中 形成 了 两 个 斑 块 ,所 在 位 置 与 图 (a) 中 的 两 套 闭 合 曲线 明显 
对 应 . 
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当 吸 引子 有 二 维 以 上 环形 拓扑 时 ,它们 的 形态 很 难 从 庞 加 莱 截 面 图 分 辨 出 来 . 
这 时 借助 谱 分 析 可 获得 更 多 的 信息 .图 9-8(a) 是 Q=0.65,e 一 0.1865 时 模式 
À,-. CO /2 的 频谱 ,在 这 组 参数 下 ,轨道 在 二 维 环 上 运动 ,图 中 容易 分 辨 出 两 个 特 
征 频率 的 谱 线 ws0.418 和 ow; 守 0. 133 以 及 它们 的 拍 频 me, tne. HP wo, BR 
稳 到 二 维 环 之 前 在 极限 环 上 的 运动 频率 ,w, 则 是 极限 环 Hopf 失 稳 后 新 出 现 的 频 
R. 在 这 个 例子 中 四 Mw, 不 可 约 , 若 时 间 足 够 长 ,轨道 在 庞 加 莱 截 面 上 的 截 点 将 
充满 一 条 闭合 曲线 ,如 图 9-7(a) 上 的 那样 ;如 果 这 两 个 频率 变 得 可 约 , 二 维 环 面 将 
晓 变 为 一 条 封 采 曲线 ,相应 在 庞 加 莱 截 面 上 出 现 的 是 有 限 个 孤立 截 点 . 
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图 9-8 在 随 波 坐 标 系 中 振幅 A，,(r)/2 的 频谱 (Q 一 0.65) 


图 9-8(b) 和 (ce) 分 别 是 s=0. 188 和 0. 189 时 模式 Aci (cr) ”的 频谱 , 仍 有 
0 一 0. 65 ,在 图 (b) 上 我 们 可 以 分 辨 出 3 个 独立 频率 ,其 中 ww Al 与 图 9- 8(a) 中 
在 二 维 环 上 运动 的 两 个 频率 分 别 对 应 ,频率 es. 在 图 9- 8(a) 中 已 初 露头 角 , 这 里 更 
明显 了 ;在 图 (c) 上 可 进一步 分 辨 出 第 四 个 独立 频率 wi. 在 图 上 我 们 标 出 了 这 些 独 
立 频 率 及 其 谐 频 ,以 及 它们 之 间 的 拍 频 -* 1. 

综合 以 上 结果 我 们 可 以 建立 起 这 样 一 个 图 像 : 在 无 穷 维 相 空间 {4 0,0 中 , 波 
动 系统 的 吸引 子 从 一 个 稳定 不 动 点 .逐渐 分 贫 到 极限 环 .二 维 环 .三维 环 等 高 维 环 
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形 拓扑 ,虽然 多 个 频率 的 出 现 带 来 分 辨 上 的 困难 ,在 图 9-8(c) 中 有 4 个 独立 频率 
应 是 无 疑 的 ,说 明 拓 扑 环 至 少 已 分 岔 到 四 维 . 这 样 ,从 不 动 点 的 Hopf 失 稳 开始 ,看 
起 来 系统 又 经 历 了 一 系列 的 Hopf 分 盆 ,每 一 次 Hopf 分 贫 都 将 一 个 新 频率 带 到 系 
统 中 ,使 得 吸引 子 发 展 成 越 来 越 高 维 的 拓扑 环 . 

第 五 章 中 已 介绍 ,Ruelle 和 Takens 等 提出 第 三 个 不 可 约 频率 的 出 现 将 导致 二 
维 环 的 破坏 和 混沌 运动 的 发 生 “% , 在 中 性 流体 和 等 离子 体 中 都 观察 到 这 个 途径 ， 
该 途径 还 特别 得 到 了 漂移 波 弱 漠 实 验 的 证 实 "”* 11. 不 过 ,如 第 五 章 曾 提 到 的 ,也 
有 一 些 实验 研究 展现 的 结果 却 使 得 这 个 问题 变 得 扑朔迷离 ,例如 ,在 非 线 性 振荡 电 
路 实验 中 ,同样 是 有 3 个 竞争 的 频率 ,在 不 同 参 数 区 却 分 别 表现 出 有 规 或 混沌 的 运 
动 , 该 文 作者 认为 ,他 们 的 实验 结果 既 不 能 肯定 也 不 能 否定 Ruelle-Takens R 
£5! ,在 Rayleigh-Bénard 实验 中 甚至 清楚 地 观察 到 有 4 个 或 5 个 独立 频率 的 非 混 
沌 运动 (5 . 这 些 结 果 说 明 ,在 一 些 条 件 下 3 个 甚至 更 多 的 不 可 约 频率 并 没有 导致 
混沌 ,轨道 仍 可 保持 在 拓扑 环 上 运动 . 就 这 一 点 而 言 ,图 9- 8 的 结果 与 文 L95] 的 一 
致 ,第 三 个 独立 频率 的 出 现 , 并 没有 立即 破坏 吸引 子 的 环形 拓扑 . 是 不 是 因为 连续 
空间 带 来 了 某 些 新 的 效应 ,致使 第 三 个 独立 频率 不 一 定 能 直接 导致 混沌 ? 的 确 , 文 
[953 的 作者 就 强调 了 空间 局 域 化 效应 对 模式 运动 的 影响 .所 谓 空 间 局 域 化 ,是 指 某 
些 模式 的 运动 被 约束 在 一 定 空间 范围 ,不 能 自由 地 传播 ,这 些 模 式 因此 难于 调节 与 
其 他 模式 之 间 的 相对 关系 ,如 它们 的 相对 位 相等 ,这 极 大 地 限制 了 波动 可 能 形成 的 
状态 . 在 第 十 章 中 我 们 将 提出 证 据说 明 , 在 模型 (7- 47) 中 ,在 滞后 负 和 斜率 分 支 上 的 
那些 鞍 结 点 不 稳定 的 定 态 波 解 如 (&) 就 可 以 像 势 阱 那样 ,在 一 定 条 件 下 限制 扰动 
模式 在 空间 中 的 自由 运动 . 

那么 ,从 以 上 这 些 结果 我 们 是 不 是 可 以 得 出 结论 说 ,这 样 的 Hopf Zr T 5938 
无 限 地 持续 下 去 呢 ? 如 是 ,这 将 回 到 斋 道 提出 的 清流 起 因 图 像 . 不 过 ,事实 是 Hopf 
分 岔 序列 并 没有 也 不 可 能 无 限 地 进行 下 去 ,第 十 章 中 将 说 明 , 目 前 的 局 域 分 岔 序列 
会 被 一 次 全 局 分 岔 所 中 断 ; 除 此 之 外 ,如 下 面 将 看 到 的 ,吸引 子 的 环形 拓扑 结构 也 
使 分 贫 过 程 难以 一 直 平 稳 持 续 ， 

注意 ,在 图 9- 8 中 最 早 的 两 次 Hopf 分 岔 引 出 的 频率 wy 和 os 是 频谱 中 两 个 最 
强 的 峰 , 因 此 尽管 吸引 子 的 维 数 已 经 很 高 ,运动 流 形 的 拓扑 看 起 来 仍 有 一 个 二 维 环 
的 骨架 , 它 是 由 两 个 振幅 最 大 的 周期 运动 的 螺旋 形 轨道 在 相 空 间 中 划 出 的 一 个 光 
滑 二 维 环 面 ,进一步 的 Hopf 分 盆 使 环 面 变 得 粗糙 , 却 没有 改变 吸引 子 的 基本 织 
构 , 它 仍 有 面包 圈 样 . 这 一 事实 得 到 图 9-7(b) 中 庞 加 莱 截 面 结果 的 支持 ,图 中 吸引 
Tg Op) =O ome 处 的 两 个 截 斑 明 确 地 分 开 ,就 像 一 个 面包 圈 被 拦腰 一 刀 所 得 到 的 切 
口 一 样 ,切口 虽 不 再 是 光滑 曲线 ,里面 布 满 了 截 点 ,吸引 子 的 二 维 环 骨 架 却 暴露 无 
i. 形象 地 说 ,一 个 有 高 维 环形 拓扑 的 吸引 子 看 起 来 就 像 一 个 粗糙 的 面包 圈 , 随 着 
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出 现 拓扑 奇 点 ,Hopf 分 岔 也 就 不 能 再 平稳 地 持续 下 去 了 . 下 一 节 我 们 将 提出 支持 
这 一 论点 的 进一步 的 证 据 


89.2. 拓扑 环 的 奇 点 和 波动 中 的 阵 发 现象 


阵 发 是 自然 界 中 十 分 普遍 存在 的 一 个 现象 ,在 波动 系统 中 也 很 常见 ,第 五 章 中 
已 经 介绍 了 几 种 不 同类 型 的 阵 发 现象 ,如 1- 型 阵 发 的 特点 是 运动 在 平稳 的 准 周 期 
振荡 和 大 幅 的 混沌 爆发 之 间 来 回 切换 . 在 模型 (7- 47) 中 ,也 观察 到 典型 的 I- 型 阵 
发 现象 ,计算 表明 ,对 于 给 定 Q 值 , 阵 发 出 现在 吸引 子 已 经 分 岔 到 高 维 环 拓扑 的 某 
个 临界 es Za WF O=0.65 FRA e KF 0.192 以 后 出 现 . 

图 9-9(a) 是 Q=0.65,.s 一 0. 192 时 波 能 焉 随时 间 的 演化 . 它 显 示 平 稳 的 准 周 
期 振荡 ,从 上 上 一 节 知 道 , 在 这 个 参数 下 .各 个 波动 模式 的 轨道 都 在 相 空间 中 一 个 高 
维 环形 拓扑 上 周而复始 地 运动 ;人 赔 9- 9(b) 中 QQ 二 0.65.e 一 0.192 94, 驱 动 强度 仅 略 
高 于 (a) 中 的 值 . 波 能 却 出 现 了 阵 发 . 它 的 准 周 期 振荡 相 几 乎 与 (a) 中 的 一 样 .显然 
在 这 个 相 中 运动 轨道 一 定 也 是 缠绕 在 高 维 坏 上 的 ;但 准 周 期 相 总 是 间或 地 被 混沌 
爆发 相 所 打 断 ,爆发 相 可 长 可 短 . 这 个 期 间 的 运动 显得 十 分 无 序 . 每 次 混沌 爆发 出 
现 得 非常 突然 ,看 不 到 任何 先兆 ,爆发 产生 和 持续 的 时 间 似 乎 也 完全 是 随机 的 ,而 
从 爆发 相 到 准 周期 振荡 相 却 有 一 个 明显 的 轨道 回调 过 程 *…. 究竟 是 什么 神秘 的 力 
最 使 波动 反复 地 出 现 爆 发 ,爆发 后 又 能 调节 回 到 高 维 环 拓扑 呢 ? 


10 AON 


t 
(a) 波动 能 量 随时 间 准 周期 振荡 (e - 0.192) 


图 9-9 WE ECOBNJEEAEAR (270. 65) 
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在 第 五 章 中 介绍 的 虫口 映射 模型 中 的 11799 DAZ ELS . TED A B E Rl E301 
了 解释 (参考 图 5-130 . 当 上 映射 函 数 曲 线 几 乎 与 对 角 线 相 切 时 ,它们 之 间 有 一 个 狭 
窗 通 道 .轨道 在 通道 中 接近 周期 地 运动 . 当 走 出 这 个 通道 时 ,映射 值 变 得 混沌 . 波动 
方程 (7-47) 是 否 也 能 简化 成 一 个 非 线 性 映射 ,在 切 分 贫 的 基础 上 理解 阵 发 现象 呢 ? 
这 是 一 个 可 能 的 分 析 途 径 , 但 结果 必定 不 理想 ,因为 如 果 在 映射 曲线 与 对 角 线 之 间 
形成 了 一 个 狭 窗 通 道 ,在 通道 中 运动 的 振荡 包 络 随时 间 一 定 会 经 历 缓慢 的 变化 , 解 
REA f E 9- 9(b) 在 准 周期 相 中 不 变 的 振荡 包 络 .我 们 将 另辟蹊径 ,探究 当 非 线性 
波 的 轨道 吸引 子 有 高 维 环形 拓扑 时 有 可 能 发 生 什 么 情况 . 

对 应 图 9- 9(a) 的 参数 ,在 随 波 坐 标 系 中 波动 模式 的 振幅 和 位 相 {A, 0. ,都 在 
高 维 环 上 运动 ,前面 已 指出 ,这样 的 高 维 环 却 有 二 维 环 的 骨架 .图 9-10 是 二 维 环 剖 
面 示意 图 , 随 着 图 (a) 中 面包 圈 样 的 二 维 环 变 得 越 来 越 粗 大 , 它 的 中 心 孔 洞 终 将 消 
失 ,如 在 图 (b) 中 显示 的 那样 ,孔洞 的 两 个 侧面 出 现 相 切 , 在 切 点 上 轨道 运动 没有 确 
定 的 方向 . 


tay 普通 一 维 环 (bo 二 锥 环 内 侧面 相 切 时 出 现 拓 扑 奇 点 
图 9-10 二 维 拓扑 环 的 剖面 示意 图 


这 有 点 类 似 于 图 4-1(b) 中 在 球形 拓扑 两 个 极点 上 的 情形 ,只 是 这 里 两 个 极点 
黏 在 一 起 , 变 成 了 拓扑 环 的 奇 点 . 模型 (7- 47) 的 实际 情况 比 示意 图 9-10 还 要 复杂 
些 , 那 里 的 吸引 子 流 形 是 一 个 高 于 二 维 的 拓扑 环 , 形 状 看 起 来 像 粗 糙 的 面包 圈 , 随 
着 这 个 高 维 拓扑 环 的 二 维 环 骨 架 变 得 粗大 ,在 相 空 间 的 某 ( 几 ) 个 而 不 是 所 有 方向 
上 .面包 圈 的 中 孔 将 收缩 为 零 ,出 现 拓 扑 奇 点 . 研究 表明 ,图 9- 9(b) 中 的 阵 发 现象 ， 
与 拓扑 奇 点 的 出 现 直接 相关 -*”. 

为 说 明 这 个 问题 ,图 9-11 给 出 波动 模式 振幅 的 庞 加 莱 截 面 图 ,4-:(r' 0/2 作 
为 和 Cr )/2 的 函数 ,这 里 表示 轨道 经 过 一 0,r 的 时 刻 , 参 数 与 图 9- 90b) 
完全 相同 ,轨道 通过 抽 -1 = 二 0 时 的 截 点 用 "。" 标 记 , 通 过 -1 一 x 时 的 截 点 用 "十 " 标 
id. 其 中 (a) — COE I E] 9- 9(b) 中 的 3 个 不 同时 段 : Ca) r= 二 15 000 — 20 000, 在 这 
一 时 段 中 波 能 E(1) 既 包含 了 准 周 期 振荡 相 也 包含 了 短暂 的 爆发 相 ;(b) r= 20 000~ 
25 000 ,运动 完全 是 准 周期 振荡 ;(c) r=35000 一 45000 ,运动 完全 处 于 爆发 相 . 比较 
图 9-11(a) 一 (c) 这 三 张 图 ,不 难 注意 到 在 纯 准 周期 振荡 相 的 图 9- 9Cb) 中 , 截 点 %。” 
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E ; 
"Y id 
d, (yi 2 Api (rt) 2 
(a) T= 15 000. 20 000， 准 周期 振荡 和 混沌 爆 发 的 混合 相 (b) r- 20 000-25 000， 准 周期 振荡 相 


do 
(c) r 35000-43 000， 混 沌 爆发 相 


图 9-11 在 随 波 坐 标 系 中 波动 轨道 的 论 加 莱 载 面 图 (0 二 0. 65.6 = 0. 192 94) 


和 截 点 ” ”各自 形成 了 两 片 截 斑 ,但 两 个 截 斑 在 相 空 间 中 相 接 ,仔细 观察 可 以 看 到 
有 一 个 ” "点 与 一 个 ”。 "点 在 图 上 占据 了 几乎 相同 的 位 置 ;在 纯 爆 发 相 的 图 9-11 
《ce 中 "点 与 "点 则 完全 混杂 地 散在 分 布 , 没 有 出 现 截然 分 开 的 斑 块 ,而 且 截 点 
分 布 的 相 空 间 范 围 比 准 周期 相 (b) 中 的 大 得 多 ;最 后 ,在 准 周期 相 与 爆发 相 混合 的 
图 9-11(a) 中 , 既 有 类 似 于 图 (b) 中 的 两 片 集中 分 布 的 截 斑 , 又 有 类 似 于 图 (c) 中 混 
杂 的 散在 截 点 . 

从 上 面 的 结果 我 们 提出 波 能 阵 发 的 如 下 产生 机 制 , 随 着 二 维 环 骨架 变 得 越 来 
越 胖 大 和 粗糙 ,在 某 ( 几 ) 个 方向 上 环 面 内 侧 出 现 相 切 ,高 维 环 产生 拓扑 奇 点 , 切 点 
上 的 轨道 没有 确定 的 方向 ; 当 轨 道 运动 到 这 一 点 时 ,有 可 能 继续 沿 环 面 上 的 螺旋 形 
轨道 前 进 , 维 持平 稳 的 准 周 期 振荡 ,也 有 一 定 儿 率 穿 过 奇 点 ,运动 到 拓扑 环 的 男 一 
侧 .在 后 一 情况 下 ,环形 拓扑 被 破坏 ,轨道 得 以 在 更 大 的 相 空间 范围 内 行走 ,这 引起 
了 波 能 混沌 爆发 . 这 类 轨道 穿越 奇 点 破坏 环形 拓扑 的 事件 一 再 发 生 , 每 次 穿 过 奇 点 
时 轨道 的 方向 和 运动 状态 都 可 能 不 同 . 回 调 到 环形 拓扑 的 时 间 也 因此 各 异 , 这 造成 
了 长 短 不 一 的 爆发 相 , 出 现 了 类 似 于 图 9- 9(b) 中 那样 的 工 型 阵 发 现象 . 如 果 追 踪 
阵 发 刚 出 现时 的 轨道 ,可 以 看 到 截 点 ““”(“。”) 逐 步 人 侵 到 原来 截 点 "。”(*“”) 占据 
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的 相 空 间 区 域 , 它 清楚 地 显示 了 环形 拓扑 被 破坏 的 过 程 . 

所 有 这 些 观察 都 支持 波 能 阵 发 现象 是 环形 拓扑 奇 点 引起 的 这 一 观点 :不 过 ,如 
前 面 曾 提 到 的 .在 波 动 系统 的 无 穷 维 相 空间 中 . 奇 点 并 没有 出 现在 所 有 方向 上 .在 
图 9- 9 的 例子 中 ,如 换 一 个 相 空 间 方 向 作 庞 加 羔 截 而 图 .将 看 不 到 奇 点 . 图 9-12 E 
Ayer )/2 作为 和 G2 函数 的 庞 如 莱 截 面 . 参 数 和 截取 方法 同 图 9- 11. 人 在 准 
周期 相 的 图 9-12(a)Lr=20000 一 25 000. XJ hy Il 9-11 Cb) 2 r8. BS Ap ARE 3 of He Y 
开 , 这 表示 高 维 环 的 内 侧面 还 远 达 不 到 相 切 ,更 不 可 能 出 现 奇 点 ;可 是 在 爆发 由 的 
图 9-12(b) [r= 35 000 ~ 45 000, 对 应 图 9-11€0 R45 RE BY BRO IR 
sh Ae ZETA OR FZ F8] ÉL E ak SE e A FER 9-11 Pit zi AI He Ju Se ER hi 
方向 上 轨道 穿越 了 奇 点 ,破坏 了 环形 拓扑 所 造成 的 结果 . 


B ac - 
A, Lu tr) 2 Meng (OTR om 
(a) 淮 周 期 振荡 相 tr 20 000 - 25 0001 (hy 混沌 爆发 相 (r^ 35 000 45 000) 


图 9-12 TEBEK ^e bs BP i a POR OU De Tr RE AR A C= o. 85.c —0. 19294) 


图 9-13 是 波 能 E GO 准 周期 相 [图 (a) 1 和 爆发 相 [ 图 (b)j 下 的 时 空 亩 图 $C. 
D(a) 中 波形 光滑 , 波 列 清晰 ,bh) 中 波 斑 图 则 随时 间 和 空间 迅速 而 无 规 地 变化 .不 
过 它 又 与 典型 的 强 湾 状 态 波 斑 图 [参考 图 7-17 CO 显著 不 同 . 图 9-14(a) 和 (b) 分 
别 是 在 准 周期 振荡 相 和 混沌 爆发 相 中 波动 $(x.7) 的 等 高 图 .分 别 对 应 图 9-13(a) 
和 Cb): 在 图 9-14(a) 中 可 以 很 清楚 地 看 到 定向 传播 的 波峰 和 波 谷 .在 图 (b) 中 虽然 
出 可 大 体 分 辨 出 波峰 和 波 谷 ,但 似乎 出 现 了 横 跨 峰 谷 之 间 的 某 种 流 . 与 前 商 提 到 的 
在 爆发 相 中 轨道 可 以 穿越 环形 拓扑 奇 点 这 个 图 像 一 致 . 

图 9-15 是 模式 振幅 A:-1(7)/2 的 频谱 ,参数 同 图 9- 9b) ,其 中 图 (a) 对 应 准 周 
期 相 , 图 (b) 对 应 爆发 相 . 与 图 9- 8 的 谱 相 比 , 图 9-15(a) 中 的 频谱 已 经 显著 加 宽 ， 
不 过 两 个 最 强 的 频率 峰 ( 在 图 上 标记 为 ww 和 它们 的 拍 频仍 十 分 突出 ,这 个 结果 
支持 前 面 关于 准 周期 相 中 运动 流 形 的 拓扑 结构 有 二 维 环 骨架 的 论断 ,两 个 寺 征 峰 
分 别 对 应 围绕 二 维 环 上 两 个 不 可 约 回 路 的 运动 ;在 图 (b) 爆 发 相 中 ,频谱 已 不 是 示 


89.2. 拓扑 环 的 奇 点 和 波动 中 的 阵 发 现象 221 


a) 波 能 准 周期 振荡 时 的 波 斑 攻 


图 9-13 在 波 能 E(z) 准 周期 振荡 相 和 混沌 爆发 相 下 的 时 空 波 斑 图 内 zt 
(实验 室 坐标 系 ,2=0. 65,e=0. 192 94) 
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a) 准 周 期 振荡 相 (b) 混沌 爆发 相 


图 9-14 在 准 周期 振荡 相 和 混沌 爆发 相 中 波动 or OM SE 
(实验 室 坐 标 系 .0 二 0.65.e= 二 0. 192 94) 


任何 特征 峰 , 说 明 这 时 拓扑 环 已 完全 被 破坏 . 

通过 探讨 波 能 阵 发 的 机 制 ,我 们 已 经 认识 到 环形 拓扑 奇 点 对 系统 动力 学 的 重 
要 作用 , 它 的 出 现 使 Hopf 分 岔 序列 不 能 无 限 持续 下 去 . 在 拓扑 奇 点 出 现 之 前 发 生 
的 有 限 次 Hopf 分 岔 使 得 波形 变 得 复杂 ,但 却 谈 不 上 是 真正 意义 上 的 消 流 , 相 轨 道 
还 是 被 约束 在 高 维 环 上 ,波动 在 空间 仍然 是 相干 的 .只 是 在 爆发 相 中 ,轨道 穿 过 了 
奇 点 ,环形 拓扑 被 破坏 . 才 暂 时 失去 了 空间 相干 性 . 在 第 十 章 中 我 们 将 讨论 强 满 状 
aS ,在 那里 空间 相干 性 完全 被 破坏 , 强 满 状态 下 的 特征 谱 |[ 参见 图 7-17(c) |] 与 爆 
发 态 下 的 波谱 图 | 参见 图 9-15(b)] 也 大 相 径 庭 , 这 是 因为 二 者 产生 的 动力 学 机 
制 截然 不 同 的 缘故 .下 一 章 我 们 将 说 明 , 强 淇 的 出 现 是 一 次 全 局 分 倪 引 起 的 , 它 
完全 中 断 了 局 域 分 盆 序 列 , 结 果 形 成 的 状态 与 本 节 eo queque 
不 同 . 


222 ILE DE 


i UT Aaa UL MTM TN Wl VM yy JU TOU IT 
i M M | i | ig) IN ij M Ww" | MA 


- — J 


图 9-15 在 准 周期 振荡 相 和 混沌 爆发 相 中 模式 振幅 A-1/2 的 频谱 , 随 波 坐 标 系 
(270. 65.6770. 19294) 


3 9.3 ”波动 系统 中 的 相同 步 


在 空间 延展 系统 中 传播 的 一 个 非 线 性 波动 .有 无 穷 多 个 运动 模式 ,在 做 数值 模 
拟 方程 (7- 47) 时 虽 做 了 模式 截断 .也 通常 要 用 到 2 个 复 模式 ,有 兴趣 的 话 ,不妨 
利用 方程 (7-58) 估 算 .一 下 这 么 多 模式 会 形成 多 少 个 三 波 过 程 . 每 一 个 波动 模式 振 
幅 和 位 相 的 演化 ,都 受到 大 量 模 - 模 艳 合 过 程 的 影响 ,而 任 一 模式 运动 状态 的 变化 ， 
又 反 过 来 影响 其 他 模式 的 运动 . 真 的 很 难 想象 , 非 线性 系统 具有 的 协调 能 力 是 何等 
强大 ,从 某 个 初始 状态 出 发 ,经 过 或 长 或 短 的 暂 态 , 常 常 能 够 成 功 地 将 如 此 众多 的 
模式 组 织 到 如 此 有 规 的 状态 ,如 调节 到 模式 茜 在 一 起 运动 的 稳定 定 态 波 , 或 者 本 章 
前 面 讨论 的 那 种 空间 相干 波动 ,它们 看 起 来 起 伏 不 定 ,实际 上 轨道 却 在 高 维 拓扑 环 
上 周而复始 地 旋转 . -. 个 非 线性 系统 究竟 是 通过 什么 方式 ,将 如 此 众多 模式 的 运动 
协调 到 相 空 间 中 完美 的 拓扑 结构 上 去 ? 回答 这 个 问题 , 离 不 开 一 个 重要 话题 
Bip. 


9.3.1 波动 模式 的 位 相 


在 第 五 章 中 已 经 扼要 介绍 了 非 线性 时 序 系统 的 一 些 相同 步 现 象 ,例如 完全 相 
同步 , 泛 函 相 同步 和 非 完美 相同 步 等 . 耦合 振子 有 调节 到 相同 步 的 强烈 倾向 ,这 已 


V9.3. ”波动 系统 中 的 相同 步 223 


被 大 量 理论 研究 和 实际 观察 所 证 实 . 相同 步 是 振子 间 合 作 的 一 种 方式 ,如 果 协 调 不 
到 完全 的 同步 态 ,耦合 振子 系统 也 会 采用 延迟 . 相 滑 等 方式 ,试图 在 新 的 状态 下 实 
现 尽 可 能 完美 的 相同 步 .时 序 系统 如 此 ,空间 延展 的 非 线性 系统 又 如 何 呢 ? 从 模式 
空间 来 看 , 非 线性 波动 不 过 是 不 同 空间 尺度 振子 的 耦合 运动 ,这些 振子 没有 理由 不 
与 其 他 时 序 系统 中 的 振子 遵循 相同 的 规律 -一 -如果 自 然 界 的 确 存在 着 某 种 普 适 法 
则 的 话 . 虽说 如 此 .波动 系统 的 相同 步 仍 涉及 一 些 它 所 特有 的 问题 . 

首先 还 是 参照 系 问 题 . 频率 在 运动 坐标 系 中 的 多 普 勒 移动 意味 着 在 两 个 惯性 
参照 系 中 观察 到 的 位 相 运动 是 不 一 样 的 ,例如 在 一 个 惯性 系 中 不 随时 间 改 变 的 位 
相 ( 频 率 为 0) ,在 另 一 个 惯性 系 中 将 以 一 定 的 频率 作 旋 转运 动 . 那么 ,究竟 应 该 在 
什么 参照 系 中 讨论 相同 步 现象 呢 ? 当然 还 是 应 该 选择 随 定 态 波 运 动 的 参照 系 . 一 
个 显而易见 的 事实 是 ,孤立 波 样 的 稳定 定 态 波 本 身 就 是 模式 间 达 到 相同 步 的 一 个 
绝 佳 范例 , 以 非 线 性 漂移 波 模 型 (7- 47 ) 为 例 . 在 随 波 参照 系 中 ,图 9-1(a) 显 示 的 波 
动 解 %e,r) 的 模式 位 相 {2 (rz))} 都 渐 近 地 趋向 常数 ,在 这 个 状态 下 任意 两 个 模式 之 
闻 的 位 相差 [Ab, CO — 0, CO) — 0, (7z)] 都 不 随时 间 改 变 . 在 这 个 意义 上 ,一 个 孤立 波 
就 是 一 组 实现 了 完美 相同 步 的 耦合 振子 运动 ,振子 之 间 的 相对 关系 如 此 之 和 谐 , 以 
至 于 不 需要 再 随时 间作 任何 调整 . 但 如 果 在 实验 室 坐标 系 中 观察 ,这 些 模式 间 的 位 
相差 将 随时 间 迅 速 增加 .看 不 到 相同 步 的 迹象 . 所 以 随 波 运动 的 参照 系 应 该 适合 于 
讨论 相同 步 现象 .可 以 预料 , 当 一 个 稳定 定 态 波 随 参数 改变 失 稳 时 ,各 模式 一 定 会 
在 原来 常数 位 相差 的 基础 上 调整 相互 之 间 的 关系 . 

其 次 我 们 可 以 提 这 样 一 个 问题 ; 不 同 波 斑 图 状态 与 特定 的 相同 步 方 式 这 二 者 
之 间 有 关联 吗 ? 这 个 猜测 不 无 根据 : 我 们 已 经 知道 ,在 稳定 定 态 波 状态 下 ,任意 两 
个 波动 模式 之 间 的 位 相差 A0, (保持 常数 ,这 可 以 看 做 是 一 种 完全 相同 步 ;而 在 
ED Hopf 失 稳 后 .轨道 在 拓扑 环 上 运动 时 ,所 有 模式 的 位 相 '9.(7)} 都 作 周 期 或 
准 周期 运动 (参考 图 9-2 和 图 9-7) .两 个 模式 之 间 的 位 相差 Ab, (r+) 也 周期 地 变化 ， 
这 显然 是 一 种 泛 函 相同 步 , 这 些 迹 象 都 说 明 , 相 同步 方式 改变 与 波 斑 图 状态 改变 之 
间 可 能 存在 某 种 对 应 关系 . 进一步 我 们 可 以 问 : 更 复杂 的 波 斑 图 .如 强 满 ,也 会 出 
现 相同 步 现 象 吗 ?” 这 是 我 们 需要 探讨 的 . 

还 有 就 是 位 相 变 量 的 选择 问题 . 我 们 知道 ,在 讨论 非 线 性 时 序 系 统 的 相同 步 
时 ,位 相 变 量 通 常 需要 根据 具体 问题 定义 .对 波动 系统 来 说 ,这 好 像 不 应 该 是 个 问 
Bi ,因为 波动 ws,r) 的 每 个 傅 里 叶 模式 & 都 拥有 一 个 位 相 6(r) ,用 这 个 变量 来 观 
察 相同 步 似 乎 是 不 言 而 喻 的 ;然而 事实 是 ,2 (r) 却 未 必 是 观察 相同 步 现 象 的 一 个 
最 理想 的 变量 ,因为 复杂 的 相同 步 过程 是 一 种 随时 间 演 化 的 行为 ,而 我 们 已 经 知 
道 ,如 果 将 实现 了 的 波动 解 &%s,r) 分 解 作 定 态 波 解 和 扰动 波 之 和 ,gr) 一 由 (6) 十 
sg(e,z), 波 动 %e.r) 中 随时 间 演 化 的 全 部 信息 都 将 由 扰动 波 oS Ceo Er tE ERI 
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此 ,讨论 相同 步 现 象 , 似 乎 应 选择 分 析 扰 动 波 5$(&,7) 模 式 的 位 相 运 动 . 下面 让 我 们 
根据 5$(&,7) weak Rubreitticeden, 以 讨论 相关 的 相同 步 现象 . 


9.3.2 定 态 波 势 阱 中 的 耦合 振子 系统 
将 扰动 波 DS EES 10) 重 新 写 出 Bll 


8 11 1 Əd lipa Ž |, 98? 
2(14432 =e a XU | ag 9t 
+ y8$ 十 了 A^ (£)89] + fo$ ag — 0, (9- 8) 


第 八 章 对 定 态 波 解 加 (多 作 稳定 性 分 析 时 ， amr eye òp B) H JEZE TE , 即 方 
程 左边 最 后 一 项 ,只 讨论 了 5$ 的 线性 演化 . 我们 已 经 发 现 ,在 参数 改变 时 ,在 相 空 
[H] SE ERE TT li) E —h^ 上 扰动 准 模 的 运动 可 能 失 稳 ,如 Hopf Ada. 由 于 失 稳 方向 
马上 的 运动 在 所 有 傅 里 叶 方 向 上 上 都 可 能 有 投影 ,在 不 稳定 性 发 展 的 线性 阶段 BE 
动 波 8% 各 傅 里 时 模式 的 幅度 都 指数 地 增长 , 当 模 式 幅 度 足 够 大 时 ,它们 之 间 的 相 
互 作 用 ,也 就 是 方程 (9- 8) 左 边 最 后 一 项 ,不 再 可 忽略 . 

在 周期 2x 边界 条 件 下 将 扰动 波 站 (6,z) 作 傅 里 叶 展 开 


N 
DECE r) = > bilo cos[ ke + a. CO ], (9- 9) 
k=! 


XE {br rar) 4) Bl AE SE Hie E A K DET. 扰动 波 在 发 展 到 非 线性 演化 阶段 时 ,各 扰动 模 
式 不 断 地 调节 它们 的 振幅 和 位 相 , 以 寻求 一 种 平稳 的 合作 状态 ,包括 可 能 的 相同 步 
AS. 我 们 的 研究 表明 ,位相 {a (rz)} 有 是 讨论 这 个 波动 系统 相同 步 现象 的 一 个 恰当 变 

量 .事实 上 ,在 有 的 情形 下 ,如 对 于 空间 相干 波动 ,观察 波动 %(e,r) 的 模式 位 相 
me 或 扰动 波 5$(&,7) 的 模式 位 相 {as CO } 的 运动 ,都 可 以 分 析 是 否 出 现 了 相同 
» ;但 在 运 劲 变 得 更 复杂 时 ,如 强 湛 波 动 , (9;(7)} 就 不 是 一 个 讨论 相同 步 现象 的 好 

量 , 只 有 观察 扰动 波 模 式 位 相 {w(r)} 才 能 方便 地 捕 提 到 相同 步 的 信息 . 

让 我 们 建立 扰动 波 模 式 (5 ae) 的 运动 方程 ,将 o8 C86 O0 BE JE SX Co- 9) 与 

$, CO RS JEJE AR 


N 
$h = SA cosik + 6], (9-10) 
b= 
一 起 代入 方程 (9- 8), BY 
db, fk 


Y b 
dr 1 — ak’ 2(1 — ak?) 


x | 5 Absinto, Faj an) + P sina Fa; a) | 


itj=k 


+ > [A b,sin(@; — a, — a) d ae sin(a; — a; — a J 


i j=k 
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+> Ab, sin( 0, +a, —a) 4 bib, in a, +a, ar) |} (9-11a) 
Pp 


2 
da, | C fk 

k 7 2 -一 一 
dr l — ak“ | 2l - uk? )b, 


| bil E 
X | RS a 2,0 2 2L costa, La, — a) 


ig E ul 一 


bl 
+ DLA b, cosca, a, — a.) "5. cos(a, a; an) | 
um 


+5 [Ab cos(—0, +a, "E "Pecos a, ta, a) |]- 
err 
TEST (9-11b) 


这 是 一 组 关于 扰动 波 模式 振幅 和 位 相 {2 GO «as CO BU EZ PERS AO BR. 
定义 扰动 波 的 相 体积 元 为 
dV = | [bidh da; . (9-12) 
它 随 时 间 的 变化 率 是 
1 dv «^1 a7, diy, x^ a (da 
V dt >, b; à | * dt ) — x dt ) 


N 

2y 

cf ， (9-13) 
DTA 


因为 a<0, 在 7 之 0 时 扰动 波 模式 的 相 体 积 V 以 常 速率 收缩 . 

在 方程 (9-11) 中 ,扰动 波 振子 & 的 运动 受制 于 它 的 振幅 6b 演化 方程 和 位 相 as 
演化 方程 ,单个 振子 方程 的 基本 结构 与 第 五 章 中 讨论 Hopi 分 岔 的 复 振子 方程 
(5-13) 相 似 . 如 方程 (9-11a) 右 边 第 一 项 给 出 振幅 b 的 线性 增长 率 , 方 程 (9-11b) 
右边 第 一 项 给 出 位 相 wx 的 线性 频率 ,其 余 的 项 都 来 自 系统 非 线 性 的 贡献 . 不 过 方 
FE (9-11) 中 非 线 性 项 的 形式 要 复杂 得 多 , 它 不 仅 包含 了 不 同 扰动 振子 {5i ,ae } 之 间 
的 模 - 模 夺 合 项 .还 包含 了 扰动 振子 {54.04} 与 定 态 波 模式 {Ai 0,0 Z TEL RO RR WM. 在 
第 八 章 中 已 经 知道 , 定 态 波 解 各 (E) 对 于 扰动 波 振 子 {04,ar) 来 说 ,就 好 像 是 一 个 空 
间 势 阱 ,如 从 方程 (9-11) 看 到 的 那样 .只 要 满足 相应 的 三 波 共振 条 件 , 定 态 波 模式 
(4,.0) 将 把 振子 (2 a BOAT BY Cb, co ) 方 向 上 去 . 因此 方程 组 (9-11) 描 写 的 实际 上 
是 在 势 阱 点 (5 中 一 组 耦合 非 线性 复 振子 的 运动 . 

我 们 看 到 ,在 方程 (9-.11) 中 (oa ) 与 (4,,0) 的 模 - 模 耦合 项 依赖 于 它们 的 位 
相 状 态 ,因此 这 些 项 对 do, / de 和 daz/dr BY iR AD IE RT fa. RIG. BE S. CO) 对 
振子 振幅 o. 的 增长 . 既 可 能 起 驱动 作用 ,也 可 能 起 抑制 作用 ,对 振子 位 相 w 的 转 
动 , 既 可 能 起 加 速 作用 .也 可 能 起 减速 作用 ,这 些 都 取决 于 这 个 振子 在 势 阱 (6§) 中 
的 位 置 以 及 与 其 他 振子 的 相对 位 置 . 注意 原 波动 方程 (7- 47) 中 的 参数 s 已 不 在 方 


226 FLE Bua 


程 (9-11) 中 显 式 地 出 现 , 它 的 作用 现在 由 定 态 波 势 阱 s CO E UL. 势 阱 加 (6 的 存 
在 ,使 扰动 波 振子 的 本 征 行 为 发 生 了 非 线性 改变 ,这 在 第 八 章 中 已 有 分 析 . 方程 
(9-11) 中 还 含有 扰动 波 振子 之 间 的 共振 三 波 相互 作用 项 ,这 些 项 的 大 小 和 符号 与 
各 振子 振幅 和 位 相 的 瞬时 状态 有 关 , 因 此 ,扰动 振子 与 势 阱 及 其 他 振子 之 间 的 相对 
位 置 等 因素 都 对 振子 的 振幅 和 位 相 的 演化 产生 影响 . 
在 给 定 参数 下 , 定 态 波 解 (8) 的 模式 {Ai ,6.) 可 从 方程 组 (7-52) 求 出 ,代入 方 
程 (9-11) 在 同样 的 模式 截断 下 就 可 以 计算 扰动 波 模 式 {6(r5) ve CO 的 演化 了 .一 
般 假 设 有 小 幅度 的 初始 扰动 ,以 保证 初 条 件 处 于 吸引 子 的 吸引 盆 中 . 如 果 定 态 波 解 
po (6 稳定 ,所 有 振子 的 振幅 {w (r)) 随 时间 都 趋 于 0, 方程 组 (9-11) 显 然 允许 这 个 
平凡 解 ;如 果 加 (8) 不 稳定 ,初始 扰动 在 失 稳 方向 上 的 振动 幅度 将 首先 增长 , 它 投影 
在 各 健 里 叶 模 式 ( 振 子 ) {5,,a:} 上 ,这 些 模 式 经 过 非 线 性 演化 ,最 终 趋向 其 渐 近 状 
态 ,扰动 波 模 式 与 定 态 波 模 式 合 加 
$(.0 = Do Arcos[he + 6, ] + 2 bi CO cos € + axe) ] (9-14) 


就 是 在 随 波 运动 坐标 系 中 实现 了 的 波动 解 $Ce o) ,将 其 变换 回 到 实验 室 坐 标 系 , 才 
是 所 要 求 的 可 观察 波动 解 Cr 0. 在 导出 方程 (9- 8) 和 (9-11) 时 ,并 没有 作 任 何 近 
似 , 因 此 在 恰当 的 初始 扰动 下 用 这 种 方法 得 到 的 波动 解 应 该 与 用 寿 谱 方法 直接 模 
拟 波 方程 (7- 47) 得 到 的 解 一 致 ,计算 机 结果 证 实 了 这 一 点 . 

用 这 种 方法 ,我们 已 将 求解 Ce LO PO EZ ERD RR C - 47) 变 换 为 求解 定 态 波 
p CO BE LA, 2) 的 一 组 代数 方程 (7-52) 和 与 之 耦合 的 扰动 波 oe Ce o te F 
Lb CO san COME — 4A AD (9-11). 这 个 变换 并 非 是 为 了 计算 上 的 简化 ,事实 
上 ,在 同样 模式 截断 下 ,求解 方程 组 (9-11) 比 用 夺 谱 方法 直接 模拟 方程 (7-47) 更 费 
机 时 . 之 所 以 在 讨论 非 线性 波 的 动力 学 机 制 时 采用 方程 组 (9-11) ,是 因为 它 所 具有 
的 深刻 物理 内 涵 ,如 前 面 指出 的 ,一 个 非 线性 波 Ox 0 TE BR URS KP ORME HY 
以 看 做 是 在 相应 定 态 波 势 阱 上 由 (6) 中 运动 的 一 组 耦合 复 振 子 ,这 组 振子 携带 了 非 线 
性 波 活跃 部 分 的 所 有 信息 . NOR LU ER S URS BETRIEB RT BE T 
期 结构 中 的 辐射 场 ,第 七 章 已 经 提 到 ,在 计 入 非 线 性 时 ,辐射 可 以 形成 相干 结 
ML ,这 里 夺 合 振子 在 定 态 波 势 阱 中 也 可 以 架构 起 各 种 各 样 的 结构 ,相干 的 或 
随时 间 无 序 变 化 的 结构 . 在 第 十 章 讨 论 强 灌 动 力学 时 ,这 一 图 像 的 合理 性 将 更 充分 
地 显示 出 来 . 


9.3.3 空间 相干 波动 中 的 完美 相同 步 


让 我 们 利用 方程 (9-11) 计 算 扰 动 波 8$ Ce BO P b CO io COD ERE SEE 
Ur 加 8) 约束 下 的 运动 ,并 观察 它们 的 位 相 {as (r)) 可 能 出 现 的 同步 状态 ,本 章 暂且 
局 限于 讨论 渐 近 解 是 空间 相干 波动 时 的 相同 步行 为 . 
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图 9-16 FE Q=0. 65.e=0. 12 时 从 方程 (9-11) 得 到 的 渐 近 解 , 相 应 的 定 态 波 解 
名 (6 处 于 波 能 滞后 曲线 的 下 分 支 .图 Ca) 是 扰动 波 能 量 


HE Œ 
DE) = SO —ak* LA cos; — an) /2 +63 /4]. (9-15) 
k 
它 随 时 间 的 演化 有 周期 振荡 的 形式 .与 总 波 能 已 Cr) 仅 相差 定 态 波 的 常 能 量 
3d 


= 9 a-aEoAi/4. p iex IE A IB. A HERE SECO P RE IR BERE EE 的 时 间 行 


为 ;图 (b) 一 (d) 是 模式 位 相差 Nes (7) 时 间 演 化 的 几 个 典型 结果 ,这 


PS E HA 


XE Aa (Cr) = 
ai (r) 一 gs GO G 2,840 ,它们 都 与 波 能 一 样 小 幅度 地 周期 振荡 . 
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图 9-16 ” 渐 近 状态 下 扰动 波 能 甚 和 模式 位 相差 随时 间 的 演化 ( 随 波 坐 标 系 .Q 一 0. 65.50.12) 
图 9-17 (a) — C0) FE ao.. (OEA a: (OHI PB. I [8] 9-16 Cb) ~ Cd) AP Bl xid 


应 .由 图 可 见 , 它 们 的 轨道 HF ie 83 & fie FA Va) JE ke 76 35 B9 i2 ew HE 
mp 


(3) ni (bi 22 (c) 
E E E 
" 0 u ^3 oc UN " ow È 
SN ] Y ` EN Wy re 
i PE 
—mi2 ps " r 1 s s ， -T 3?L ，， 
一 站， 了 0 nid -r 2 0 mid —mi2 0 mi2 
(t, La (T) (4, 46M) GG, 4T) 


Ej 9-17. 渐 近 状态 下 扰动 波 模 式 位 相 的 相 图 ( 随 波 坐 标 系 .Q=0. 65.60. 12) 
B e 增加 ,挑动 模式 位 相 的 时 间 演 化 逐 汪 变 得 复杂 .图 9-18( 参 见 彩 图 9-18) 
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&R Q=0. 65.e= 0.19 时 的 情形 ,图 (a) 给 出 位 相 ie, CO BET I8] c RE ET 
的 轨道 已 经 有 些 无 序 . 其 中 ai GOL ar (OEF 2x 的 范围 内 振荡 ,as-; COO BU 
不 时 出 现 相 滑 ,位 相 突然 跳跃 约 2x 后 又 很 快 地 调节 回 到 原来 的 振东 区间; 图 (b) 
是 位 相 we- (rz) 随 时 间 r 的 演化 ,其 中 位 相 w-*(r) 平 均 来 说 随时 间 线性 地 增加 ,说 
明 它 有 一 个 有 限 大 小 的 平均 频率 .与 ga-;(z) 平 均 频 率 为 0 形成 对 照 ; 小 插图 是 位 
相差 ^a. CO ,曲线 呈 台 阶 状 , 表 明 两 个 位 相 w- CO FIL a c CO is BLZ BL fe E REC. 
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(b) 模式 人 - 1.3 的 位 机， 小 插图 为 位 相差 Aon、 
图 9-18 sich Fir (Bt Ret B e RI D 65 0 19) 


图 9-19 是 相应 于 图 9-18 参数 下 位 相 的 相 图 ,(a) 一 (c) 分 别 是 aeaa CO TEC 
ii1(z) 的 函数 .其 中 ae_s.4(7) 分 别 取 了 (一 x 人 2,2x) 和 (一 2x,x/2) 范 围 内 的 主 值 ， 
令 人 惊讶 的 是 ,虽然 在 图 9-18 上 两 个 模式 位 相 的 演化 行为 有 很 大 差别 ,但 它们 在 
相 空 间 中 的 轨道 都 形成 光滑 的 封闭 曲线 ,尽管 形状 十 分 古怪 , 仍 可 认定 这 些 位 相 之 
问 部 处 完美 的 汉 轴 相同 步 状态 OUT AR ER ELA 
于 非 完 美 相同 步 ,这 里 的 结果 说 明 ,即使 出 现 相 滑 ,位 相 的 同步 状态 依然 可 以 十 分 
Le t E SHOE REMISE 

在 图 9-16(d) 中 ,位 相 es GO RAH EDF 2x 的 范围 内 摆动 ,但 在 图 9-18 
(中 ws 的 绝对 值 随 时 间 不 断 增加 ,后 者 表明 ,平均 而 言 它 经 历 了 一 个 位 相持 
续 增 加 的 旋转 运动 ,旋转 频率 由 曲线 的 平均 斜率 给 出 . 模式 R—3 位 相 行为 的 这 一 
改变 有 点 像 单 摆 相 图 4-3 中 从 摆动 相 跨 过 了 分 界线 转变 到 转动 相 的 情形 ,属于 位 
相 动力 学 状态 的 一 种 改变 . 不 过 图 9-18 的 情况 比 单 摆 要 复杂 ,a=:(z) 在 转动 的 同 
时 还 有 摆动 ,这 造成 了 图 中 台阶 状 的 曲线 . 随 驱 动 强度 e 增加 ,其 他 模式 的 位 相 也 
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(a) fist E = 12 的 位 相 相 图 (b) 模式 人 = 13 的 位 相 相 图 (e) 模式 人 = 1,4 的 位 相 相 图 


图 9-19 渐 近 状态 下 扰动 模式 位 相 的 相 图 ( 随 波 坐 标 系 ,Q 一 0.65,e 一 0. 19) 


可 能 从 摆动 相向 转动 相 转变 , 但 在 本 章 讨 论 的 空间 相干 波动 状态 下 , 主 模式 &= 1 
的 位 相 we-i(r) 始 终 处 于 摆动 状态 ,直到 另 一 个 临界 现象 发 生 以 后 , 它 的 状态 才 发 
生 了 突变 ,我 们 将 在 下 一 章 讨论 主 模式 位 相 发 生 突变 这 一 临界 现象 . 

图 9-20 中 的 参数 为 Q==0.65,e 二 0.192, 其 中 图 (a) 是 扰动 波 能 量 SE COO B TRE 
化 , 它 显示 平稳 的 双 周 期 运动 ,图 (b) ~(d) 分 别 是 振子 振幅 b CO (4 二 1~3) 随 时 间 
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(b) taste 1 的 振幅 
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(c). 模式 k= 2 的 振幅 
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(d) 模式 k= 20088 


图 9-20 渐 近 双 周 期 运动 状态 下 扰动 波 能 量 和 模式 振幅 随时 间 的 演化 
( 随 波 坐 标 系 .0=0. 65.670. 192) 
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r 的 演化 . 在 图 中 的 准 周 期 振荡 状态 下 ,各 振子 振幅 的 极 大 值 并 不 在 同一 时 刻 出 
现 , 这 是 轨道 缠绕 在 拓扑 环 上 的 缘故 ,如 在 相 图 9-21 上 看 到 的 那样 . 

这 与 下 一 章 强 漠 的 情形 大 不 相 问 ,在 强 满 状态 下 几 个 长 波 扰动 振子 的 振幅 常 
常 能 够 几乎 同时 达到 极 大 值 ,各 振子 能 量 因 此 得 以 非常 有 效 地 谷 加 起 来 ,这 造成 波 
能 演化 曲线 中 一 个 个 突 元 的 尖峰 . 在 第 十 章 中 我 们 将 集中 分 析 模 型 (7- 47) 所 显示 
的 强 浪 流 状态 ,寻找 强 浊 流 的 动力 学 起 因 , 以 及 它 与 弱 满 流 在 相间 步 等 动力 学 性 质 
上 的 差别 . 
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(a) 模式 k= 1,2 的 振幅 相 图 (b) 模式 k= 1.3 的 振幅 相 图 


KR | 
(c) 模式 k= 1.4 的 振幅 相 图 


图 9-21 渐 近 双 周 期 运动 状态 下 扰动 波 模 式 振幅 的 相 图 ( 随 波 坐 标 系 ,0 二 0.65,e 一 0. 192) 
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上 一 章 说 明了 在 随 波 坐标 系 下 ,驱动 - 耗 散 漂移 波 模 型 (7-47) 的 定 态 波 解 作为 
相 空间 中 的 一 个 不 动 点 ,可 以 经 过 一 系列 Hopf 分 岔 ,发 展 成 高 维 拓扑 环 , 相 应 的 
波动 看 起 来 有 弱 湛 的 特点 ,本章 将 进一步 分 析 该 模型 显示 的 具有 了 强 满 特征 的 波 斑 
图 的 产生 机 制 . 与 弱 庙 不 同 ,系统 的 运动 状态 向 强 庙 的 转变 表现 为 激 变 现象 . 第 五 
章 曾 介绍 了 有 关 激 变 的 概念 , 它 是 在 临界 参数 下 出 现 的 一 种 全 局 分 岔 . 就 像 时 序 系 
统 那 样 , 向 强 满 的 激 变 也 表现 为 参数 空间 中 的 临界 现象 ,如 果 弱 湛 吸 引子 在 相 空 间 
中 与 鞍点 共存 ,在 越过 某 个 临界 参数 时 ,吸引 子 总 有 机 会 与 鞍点 碰撞 ,这 引起 吸引 
子 突 然 膨胀 ,在 急剧 膨胀 了 的 吸引 子 上 ,系统 的 运动 遵循 强 渍 动力 学 . 然而 对 波动 
系统 颇具 特色 的 是 ,这 里 所 说 的 点 ,实际 上 是 坐标 空间 中 一 个 运动 着 的 、 鞍 结 点 
不 稳定 的 空间 延展 结核 

沿 着 节 9. 3. 2 中 的 思路 ,本 章 在 对 模型 所 显示 的 强 水 现象 作 动力 学 分 析 时 , 仍 
把 可 观察 的 波动 解 看 做 是 相应 的 定 态 波 势 阱 与 在 势 附中 运动 的 一 组 耦合 振子 所 组 
成 的 系统 ,只 是 这 里 的 势 阱 是 鞍 结 点 不 稳定 的 ,下 面 简称 为 蒂 型 势 . 分 析 结 果 再 次 
给 非 线 性 波动 的 这 一 物理 图 像 提 供 了 非常 有 力 的 支持 .关于 向 强 漠 激 变 的 机 制 , 除 
上 面 提 到 的 它 是 由 吸引 子 与 鞍点 碰撞 触发 的 而 外 ,分 析 发 现 ,碰撞 还 引发 了 另 一 个 
临界 动力 学 现象 ,这 就 是 最 长 波 振 子 相 对 于 鞍 型 定 态 波 势 阱 的 运动 出 现 了 束缚 - 自 
由 转变 以 及 在 统计 意义 上 对 称 性 质 的 改变 . 只 有 在 经 历 了 这 个 继 发 的 临界 转变 之 
E RIFT TARIK ,运动 才 真 正 进入 强 油 状态 . 我 们 还 将 说 明 , 强 满 实际 上 是 一 
种 特殊 的 相同 步 状态 . 不 同 于 弱 庙 下 的 泛 函 相同 步 , 强 庙 下 的 相同 步 是 非 完 美的 , 它 
是 一 种 阵 发 的 时 空 同步 态 ,在 强 锻 状态 下 , 定 态 波 势 阱 中 的 若干 长 波 振子 之 间 不 时 地 
调节 到 大 体 相同 的 位 相 , 与 此 同时 振幅 也 几乎 同步 冲 高 ,实现 了 瞬间 的 波 能 极 大 化 . 


$10.1 smi Pit BEBE 


10.1.1 充分 发 展 的 满 流 


第 五 章 曾 介绍 了 关于 中 性 流体 运动 的 一 些 观测 结果 ,例如 流体 运动 状态 的 改 
变 总 是 伴随 着 某 种 对 称 性 质 的 改变 ,又 如 强 潮流 表现 出 阵 发 的 特点 , 且 时 而 有 涡 旋 
缘 这 样 不 规则 的 小 尺度 空间 相干 结构 产生 和 潭 灭 等 . 这 些 现象 都 提示 沛 流 不 是 一 
个 完全 随机 的 运动 , 它 的 动力 学 本 质 有 可 能 通过 决定 性 的 波动 模型 被 认识 . 
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考虑 一 个 有 外 驱动 力 /xz, 妇 的 波动 方程 , OOS KAR BERT MK E 
输入 能 量 ,在 一 定 参数 下 ,系统 有 可 能 经 过 复杂 的 非 线 性 动力 学 过 程 ,将 能 量 逐 渐 
传递 到 小 尺度 模式 ,形成 充分 发 展 的 油 流 . 满 流 中 短波 模式 非常 活跃 ,显示 所 谓 的 
Kolmogorov 谱 , 它 的 主要 特征 是 在 波 数 空间 中 存在 一 个 惯性 区 ,在 那里 波动 能 量 
随 波 数 的 变化 遵循 宕 律 ,惯性 区 的 长 波 端 远 小 于 系统 的 特征 尺度 ,短波 端 截 正 在 耗 
散 作用 还 不 是 很 强 的 波 数 处 . 

知 律 谱 在 自然 界 十 分 普遍 ,如 太阳 光斑 , 它 是 太阳 以 X- 射 线 和 高 能 粒子 流 形 
式 喷 射 的 能 量 爆发 ,观测 表明 光斑 爆发 强度 、 持 续 时 间 以 及 两 次 爆发 间隔 的 时 间 等 
AREE A). E 10-1 是 两 个 数据 库 纪录 的 太阳 X- 射 线 两 次 爆发 间隔 时 间 为 cn 
的 事件 发 生 的 概率 分 布 POCO ,它们 在 一 个 相当 宽 的 波 数 范围 都 有 寡 律 形式 ,在 双 
对 数 图 上 的 拟 合 都 是 直线 1. 
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图 10-1. 太阳 X- 射 线 两 次 爆发 间隔 时 间 为 vu 的 事件 出 现 的 概率 分 布 
( 引 自 文 L233]) 


在 众多 物理 系统 中 都 出 现 了 图 律 分 布 ,这 一 事实 理所当然 地 受到 人 们 特别 的 
重视 , 它 背 后 到 底 有 怎样 的 物理 是 一 个 有 兴趣 的 问题 . 以 太阳 耀 斑 爆发 为 例 , 有 人 
曾 将 其 解释 为 自 组 织 临界 性 (SOC) 的 结果 . 第 七 章 中 曾经 提 到 的 沙 堆 问题 就 是 讨 
论 SOC 的 典型 模型 之 一 , 随 着 沙 粒 的 不 断 添 加 ,底盘 上 的 沙 堆 自 组 织 到 一 个 临 
界 状态 ,此 时 若 继 续 添加 沙 粒 , 沙 堆 会 突然 出 现 规模 不 等 的 择 塌 , 替 塌 尺 度 的 分 布 
遵循 一 定 的 统计 规律 .在 SOC 模型 下 ,太阳 中 的 能 量 沉积 就 好 比 添 加 沙子 , 当 能 量 
沉积 到 某 个 临界 状态 ,太阳 就 会 出 现 耀 斑 爆 发 ,就 像 沙 堆 在 临界 状态 下 发 生 的 多 斥 
RED Sa. 不 过 ,由 SOC 模型 得 到 的 能 量 爆 发 间隔 时 间 r 出 现 的 概率 为 POCO = 
(rexp(r/zr))[L 称 为 指数 等 待 时 间 分 布 (exponential waiting time distribution), 
式 中 尖 括 号 表示 平均 ], 与 观测 到 的 寡 律 分 布 不 符 . 后 来 ,有 人 将 太阳 看 做 是 一 个 非 
线性 磁 流 体 满 流 系统 ,对 模型 进行 数值 计算 得 到 了 系统 能 量 爆 发 中 的 各 种 窜 律 分 
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布 ,例如 两 次 爆发 间隔 时 间 e H A) COSE 9} dp eR RE PCr) 一 r“, 有 指数 ws 
2.4, 这 与 观测 结果 一 致 尖 ,由 此 推测 ,自然 界 广泛 出 现 的 寡 律 谱 极 有 可 能 
源 于 清流 运动 . 

自然 界 中 一 些 满 流 的 巨大 能 量 爆发 对 人 类 生产 生活 会 产生 重大 影响 ,深刻 认 
识 它们 的 动力 学 产生 机 制 有 利于 发 展 出 一 套 预 报 或 控制 的 方法 . m DE TTE PRO B 
建立 也 离 不 开 对 其 动力 学 的 认识 ,如 在 波 - 波 相 互 作用 的 基础 上 作 统 计 平 均 时 , 常 
对 其 中 的 非 线 性 项 作 随 机 位 相近 似 (random phases approximation) ,这 样 的 近似 
有 没有 动力 学 依据 ? 有 的 漠 流 统计 理论 直接 从 随机 看 合 模型 出 发 ,假设 潢 流速 度 
场 vi) 的 第 i 个 模式 v;() 服 从 下 面 的 非 线性 演化 方程 

c = MAS, (Dv (tl) (10-1) 


式 中 Au + Aw, + Aye 二 0, 求 和 对 所 有 模式 进行 . 假设 初始 时 速度 场 有 随机 分 布 , 满 
Elu (0v, =0G#j) REGS RR AGF). 为 计算 二 阶 相 关 函 数 (wm Ou (7. 
要 用 vw(2) 乘 方程 (10-1) 两 边 并 作 系 综 平 均 , 很 明显 ,(w CO vi GO 依赖 于 三 阶 相关 
《vj (Dv 《DD v(t )) ,而 三 阶 相关 又 将 依赖 于 四 阶 相关 ,如 此 等 等 形成 无 穷 说 套 的 方 
程序 列 . 研究 表明 ,简单 地 截断 方程 组 , 即 在 某 一 级 上 假设 相关 函数 为 0, 所 得 的 结 
果 远 不 能 解释 实验 ,这 是 因为 满 流 中 短波 模式 十 分 活跃 的 缘故 . 因此 .如 何 将 相关 
函数 的 方程 序列 封闭 ,成 为 汕 流 随机 耘 合理 论 要 解决 的 一 个 关键 问题 . 比较 成 功 的 
一 个 方法 是 所 谓 的 直接 相互 作用 近似 (direct interaction approximation) '"" , È 
在 某 一 级 相关 函数 上 对 随机 变量 的 分 布 函 数 作 了 高 斯 近似 ,得 到 了 比较 理想 的 结 
果 . 显然 ,这 类 近似 的 合理 性 也 需要 在 动力 学 水 平 上 进行 检验 . 对 满 流动 力学 性 质 
的 深入 认识 还 有 可 能 刺激 出 新 的 统计 理论 ,例如 ,根据 灌流 中 存在 时 生 时 火 的 小 下 
度 相 干 结构 这 一 事实 ,有 人 就 提出 了 漂移 波 满 流 的 孤子 气 (soliton gas) 模 型 . 它 的 
统计 结果 在 一 定 程度 上 解释 了 实验 观测 到 的 漂移 波 淇 流 谱 “ . 


10.1.2 从 空间 相干 波动 向 强 湛 的 突变 


讨论 空间 延展 系统 非 线性 问题 的 一 个 重要 目标 是 探索 时 空 混沌 问题 . 在 时 序 
系统 中 混沌 运动 有 比较 明确 的 概念 ,是 指 从 相 空间 中 任意 相 邻 两 点 出 发 的 轨道 随 
时 间 指 数 地 分 开 , 这 样 由 Lyapunov 指数 谱 可 以 判别 系统 的 轨道 是 否 混沌 以 及 混沌 
的 程度 .在 第 五 章 已 经 提 到 ,时 空 混沌 这 个 概念 比较 含混 ,没有 明确 的 数学 界 
定 .根据 波动 系统 的 实际 情况 ,本 书 将 其 理解 为 空间 相干 性 被 破坏 了 的 状态 . 即 
人 们 常 说 的 波 碎 (wave break) 状 态 . 在 第 九 章 中 因 运 动 流 形 的 拓扑 环 出 现 奇 点 引 
起 的 爆发 相 就 处 于 时 空 混沌 态 , 不 过 那里 波 碎 只 是 暂时 的 , 故 可 归于 难 灌 类 , 本 章 
将 利用 非 线 性 漂移 波 模型 (7- 47) 讨 论 源 于 激 变 的 波动 空间 相 于 性 破坏 ,如 前 所 述 ， 
向 强 注 的 激 变 是 参数 空间 中 的 一 个 临界 现象 ,与 拓扑 奇 点 引起 的 爆发 相 中 的 波 肆 
不 同 . 在 临界 参数 之 前 ,系统 的 渐 近 状态 是 空间 相干 的 (但 可 能 阵 发 地 出 现 波 碎 ). 
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数 区 中 对 于 给 定 O fA. IR OGRE e 越过 某 个 临界 值 e. 时 , 渐 近 波 斑 图 出 现 突变 ,如 
对 0Q=0.65, 突 变 的 临界 点 为 &s*0. 20. 图 10-2( 参 见 彩 图 10-2) 是 突变 前 和 突变 后 的 
渐 近 时 空 等 高 图 ,其 中 (a) e—0. 19 是 突变 前 的 典型 状态 ,波动 已 变 得 起 伏 不 定 , 但 传 
播 的 波 列 仍 清晰 可 见 , 在 第 九 章 中 已 经 知道 在 随 波 坐 标 系 中 这 类 波动 的 轨道 在 高 维 
环 面 上 运动 ;(b) e 一 0, 21 是 突变 后 的 状态 ,波动 随时 间 和 空间 大 幅度 地 迅速 变化 , 波 
RERE. 代替 突变 前 传播 的 波 列 ,等 高 图 上 可 见 许多 时 空 局 域 化 的 波峰 和 波 谷 , 令 
人 不 禁 联 想起 充分 发 展 渍 流 中 那些 细微 滴 旋 丝 ,二 者 都 是 灌流 中 时 而 产生 时 而 双 灭 
的 小 尺度 空间 相干 结构 ,只 是 在 这 里 一 维 空间 的 情形 ,它们 看 起 来 像 一 些 不 规则 的 
小 型 孤子 和 腔 子 ,能 量 在 孤子 中 高 度 集中 ,在 腔 子 中 几乎 被 抽空 . 等 高 图 10-2(a)， 
(b) 对 应 的 波 斑 图 可 参考 图 7-16(b) 和 图 7-17(b) ,它们 分 别 有 弱 应 和 强 庙 的 特征 ， 
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(b) 突变 后 的 强 清 波 动 (= 0.2126,) 


图 10-2 ”在 突变 的 临界 参数 ec o0. 20 前 后 渐 近 波动 解 $Cr D B9 SERES GO m 0. 65) 
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突变 前 后 的 波动 分 属 动力 学 上 不 同 的 两 个 状态 ,这 一 点 可 从 它们 的 波 数 谱 显 
示 的 不 同 统计 规律 得 到 文 持 . 定 义 波 数 谱 PCR OK 


Pkt) = 1l | $Gr.0e* dr. (10-2) 
2x Ja 


图 10-3Ca).(b) 分 别 给 出 突变 前 后 的 波 数 谱 $660 .O=0. 65. 图 (a) «= 0.19 为 突变 
前 空间 相干 态 的 谱 , 图 (b) e50. 22 为 突变 后 强 满 流 态 的 谱 . 图 中 * n "是 从 -一些 分 
立时 刻 的 波形 zx,7?) 得 到 的 结果 .它们 的 时 间 平 均 在 图 上 用 “YY "表示 . 图 (a) 中 的 
主体 部 分 在 半 对 数 图 上 旦 直线 形状 ,说 明 随 波 数 坛 加 波 数 谱 %(&) 的 平均 幅度 以 指 
数 规 律 e。““ 迅 速 下 降 , 短 波 模 式 非常 安静 , 拟 合 得 到 a1. 563/2; Cb) 中 $(k) 
的 幅度 随时 间 的 变化 要 剧烈 得 多 ,但 它们 的 时 间 平 均 在 双 对 数 图 [图 (b)j] 上 很 大 波 
数 区 间 内 呈 很 好 的 线性 ,说 明 波 数 谱 内 A) 存 在 遵循 宕 律 分 布 A “的 惯性 区 .短波 模 
式 得 到 相当 强 的 激发 .符合 充分 发 展 清流 中 惯性 区 的 波谱 特征 . 拟 合 得 到 B m 
0. 243225/2. 
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图 10-3 在 突变 的 临界 参数 es:0. 20 前 后 渐 近 波动 解 BC r D AE BBC — 0. 65) 

震 律 分 布 的 波 数 谱 是 模型 (7-47) 中 突变 后 的 波动 解 可 以 被 视 为 充分 发 展 洲 流 
状态 的 重要 依据 . 除 寡 律 分 布 符合 强 渍 特点 外 ,在 图 10-3(b) 中 的 低 波 数 处 1 PR g 
低 于 察 律 规律 ,这 一 点 也 与 实际 观测 的 流体 滑 流 谱 一 致 . 在 高 波 数 处 对 圭 律 的 偏离 
则 可 归 因 于 计算 中 有 限 的 模式 数 ,在 图 10-3(b) 的 计算 中 采用 了 64 个 空间 格 点 , 考 
虑 到 性 谱 方法 中 的 去 伪 相 干 (dealiasing) ,图 中 有 效 复 模式 数 为 20. 在 上 一 章 已 说 
H ,在 这 个 参数 区 定 态 波 的 鞍 结 点 和 Hopf 失 稳 方向 都 是 =2, 它 以 在 伟 里 叶 模 式 
k=2 上 的 投影 占 优 , 因 此 用 20 个 有 效 模式 模拟 就 能 够 获得 该 参数 下 波动 的 主要 
动力 学 特征 . 

在 临界 点 s<z0. 20 前 后 强 淇 状态 不 同 的 统计 规律 ,是 波动 模式 能 量 交换 状态 
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不 同 造成 的 . 图 10-4 比较 了 突变 发 生前 后 的 两 个 状态 下 平均 波 数 NG() 的 演化 ， 


, >p KAONE 
NG) = ， (10-3) 


> | &co |? 
图 中 对 应 突变 前 空间 相干 波动 (2=0. 65.6 — 0. 190 ,平均 波 数 N 随时 间 很 快 达到 
平稳 状态 ,在 波 数 As*3 附近 仅 作 微调 ,表明 系统 能 量 只 在 少数 几 个 长 波 模式 之 间 
eee c ME 个 不 错 的 近似 ; RAN. 


RIPE EAE EAL OT HH LE AEG BUG A LR SOR 
逐渐 趋 缓 ,曲线 的 振荡 却 变 得 越 来 越 激烈 .这 表示 在 长 波 和 短波 模式 之 间 , 或 者 说 
大 扩 度 和 小 义 度 模式 之 间 ,频繁 地 发 生 着 能 量 交 换 ,在 能 量 交换 过 程 中 牵扯 的 模式 
尺度 范围 越 来 越 宽 ” .由 数据 可 见 , 通 常 只 需 几 个 驱动 周期 2x/Q, 能 量 就 可 以 从 
长 波 模式 转移 到 极 短 波长 的 模式 上 , 反 过 来 在 同样 的 时 间 尺 度 内 , 极 短波 长 模式 又 
将 能 量 迅 速 地 传递 到 长 波 横 式 上 . 在 用 寿 谱 方法 得 到 图 10- 4 时 划分 了 2 个 空间 
格 点 ,相当 于 约 170 个 有 效 复 模式 ,如 果 采 用 更 多 的 空间 格 点 ,计算 得 到 的 平均 波 
数 N (4) 将 在 更 大 范围 内 振荡 . 
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图 10-4 在 突变 的 临界 参数 e 00. 20 前 后 波动 解 pO ON 随时 间 的 演化 


从 图 10-4 可 以 构想 出 突变 后 渐 近 波动 状态 的 如 下 图 像 : 模式 空间 有 两 股 相 
互 竞争 的 能 量 流 .一 股 从 长 波 向 短波 模式 正 向 转移 , 另 一 股 从 短波 向 长 波 模式 逆向 
转移 ,时 而 正 向 的 占 优 ,时 而 逆向 的 占 优 . 通过 这 种 在 极 宽 波 数 范 围 内 发 生 的 双向 
能 量 流 ,最 终 才 形 成 了 强 兴 谱 特有 的 寡 律 分 布 . 临界 点 前 后 旬 异 的 能 量 传递 方式 也 
反映 出 突变 后 系统 的 动力 学 一 定 刁 突 衬 前 轨道 约束 在 高 维 环 上 的 运动 截然 不 同 . 
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此 外 ,这 一 能 量 传递 方式 也 与 节 6. 3 中 考虑 模式 空间 展 宽 的 波 - 波 相 互 作用 模型 中 
的 显著 不 同 , 后 者 的 能 量 几乎 只 是 单 向 地 向 高 波 数 模式 转移 (参考 图 6-15) ,长 时 间 
过 后 势必 堆积 在 极 短波 模式 上 ,不 会 形成 才 律 谱 . 系统 (7-47) 的 动力 学 在 突变 中 究 
竟 发 生 了 怎样 的 变化 ,使 得 能 量 能 在 如 此 大 跨度 的 太 度 间 有 效 地 传递 .是 一 个 十 分 
引人入胜 的 问题 ,值得 去 探 个 究竟 . 


S10, 2 ” 鞍 型 定 态 波 解 的 稳定 和 不 稳定 轨道 


向 强 湾 的 转变 表现 为 参数 空间 中 的 突变 .这 个 现象 已 经 暗示 , 强 满 的 起 鸯 一 定 
不 会 像 弱 湛 那 样 可 以 归 因 于 一 系列 的 局 域 分 盆 . 在 非 线 性 动力 学 理论 中 . 激 变 是 整 
个 吸引 子 发 生 剧 烈 改 变 的 一 种 动力 学 过 程 , 如 果 向 强 淇 转变 是 一 种 激 变 现象 ,那么 
它 属于 激 变 中 的 哪 一 类 呢 ?” 从 数值 模拟 结果 结合 定 态 波 解 的 稳定 性 分 析 可 以 设 
想 ,如 果 的 确 发 生 了 激 变 , 极 有 可 能 它 是 与 鞍点 有 关 的 激 变 . 从 第 七 章 介绍 的 数值 
模拟 结果 我 们 知道 ,出 现 淇 流 解 的 参数 区 与 出 现 灌 后 现象 的 参数 区 高 度 相关 ,而 第 
八 章 本 征 值 分 析 又 说 明 , 那 些 位 于 滞后 曲线 负 斜 率 分 支 上 的 定 态 波 解 . 记 做 
$ (x 一 0Q1) ,都 是 鞍 结 点 不 稳定 的 ,而 在 随 波 运 动 坐 标 系 的 无 穷 维 相 空间 中 ， 
4 (Ge x 一 Q1) 是 一 个 鞍点 ,因此 极 有 可 能 , 正 是 这 些 鞍 点 在 注 流 产生 中 起 了 重要 
作用 . 

位 于 滞后 负 斜 率 分 支 上 的 鞍 型 波 解 如 (8&) 与 同 参数 下 位 于 其 他 分 支 ( 如 下 分 
支 ) 上 的 定 态 波 解 如 (人 共存, 如果 后 者 作为 一 个 不 动 点 出 现 一 系列 Hopf 4r 88 
们 在 相 空 间 中 就 有 了 一 个 随 参 数 逐 渐 膨 胀 的 吸引 子 . 同 时 还 有 一 个 鞍点 . 

非 线 性 动力 学 理论 告诉 我 们 .鞍点 可 能 通过 它 的 稳定 和 不 稳定 轨道 影响 混 汪 
吸引 子 上 的 运动 .在 讨论 这 种 影响 是 如 何 发 生 的 之 前 .本 节 我 们 先 了 解 一 下 波动 系 
统 中 鞍点 有 怎样 的 稳定 和 不 稳定 轨道 .参照 时 序 系统 的 情形 ,我 们 需要 在 随 波 坐 标 
Apes ous ds BE TT DE P(E.) —$ Co c 6$CG O0 ,并 计算 在 扰动 波 线 性 近似 
FRO SUI o) (sr) ,这 里 上 标 | 表示 线性 近似 . 第 八 章 已 导出 了 对 定 态 波 解 $ CO RI 
线性 扰动 yp (sr) 服 从 的 一 般 方程 (8-11), 现 在 定 态 波 解 是 鞍 结 点 不 稳定 的 ， 
$6 CO ,那么 对 它 的 线性 扰动 99 (6z) 将 沿 着 怎样 的 轨道 演化 ? 

记得 在 第 八 章 中 对 扰动 波 58 (&,r) 作 本 征 值 分 析 时 ,我 们 曾 将 它 的 每 个 复 模 
式 深 (r) 投 影 到 相 空间 中 两 个 相互 垂直 的 方向 上 ,由 此 导出 了 扰动 波 模 式 的 本 征 
方程 (8-16); 不 过 下 面 计算 dh, (rz) 的 轨道 时 , 却 不 是 采用 这 种 投影 方式 ,这 是 因为 
系统 本 征 频率 的 数目 一 般 与 其 自由 度数 目 相 同 , 特 别 是 短波 准 模 的 本 征 频率 通常 
非常 高 ,这 些 频率 会 表现 在 傅 里 叶 复 模式 上 ,它们 在 相 空间 两 个 正 交 方向 上 的 投影 
快速 地 振荡 ,这 给 计算 带 来 极 大 困难 ,而 在 极 坐标 下 计算 扰动 波 模式 5, (r) 的 轨道 
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可 以 避免 这 个 困难 . 第 九 章 已 经 导出 了 扰动 波 模 式 振幅 和 位 相 {5.(7) soe CO FE E 
的 耦合 方程 组 (9-11) ,这 里 忽略 其 中 关于 扰动 模式 的 自 非 线性 项 ,得 到 它们 的 线性 
演化 方程 如 下 2 


db; Y ni fk L 1 
dr 5 A in Ha) al) 
+ DA bisina —a + DAblsin(—0 +a, — aD] s (10- 4a) 
i—j-k =r k 
da, fk 


| BA bicos, +a} — a) 


jk 


Soe] 
dr 1 — ak? 2(1 — ak? Dh, 


+ DJA cost, 一 ~a,) + >) Ad cos — 0, +a, — a] + (10- 4b) 


ich 一 上 -一 大 


(k = 1,2,.,N). 

方程 没有 计 和 不同 波 数 的 扰动 模式 (6 «a RC IRL BS ER LET S£ 80 E s CHA DE 
h CO BO CREE FE. EE UE 8 C10- AD TES B Je i s UR E 如 (8) 对 扰动 54 的 线性 响应 . 
在 给 定 参 数 下 解 得 定 态 波 模 式 {Ai,0.} 后 ,可 从 初始 扰动 {6.(0) ,ao (0)} 测 发 求解 方 
程 ,计算 线性 扰动 轨道 . 一 般 取 扰 动 模式 有 很 小 的 振幅 (6.540)) ,如 果 所 有 (Cr) } 都 
趋 于 0 ,说 明定 态 波 解 各 (8) 是 稳定 的 ;如 果 幅 度 46,(7)} 随 时 间 增 长 ,说 明 加 (58) 对 
扰动 不 稳定 . 

根据 鞍点 轨道 示意 图 5-1(d) 我 们 知道 ,有 两 条 不 稳定 轨道 从 鞍点 伸展 出 去 , 男 
有 两 条 稳定 轨道 从 无 穷 远 处 回 到 鞍点 ,那么 , 鞍 型 定 态 波 解 (外 作为 相 空 间 中 的 
一 个 鞍点 ,是 不 是 也 有 两 条 不 稳定 轨道 和 两 条 稳定 轨道 呢 ? 

让 我 们 取 参 数 越过 向 强 消 突变 的 临界 点 ,如 QQ 二 0. 65,670. 2277 e, HABA 
(?-52) 解 出 相应 参数 下 位 于 能 量 滞后 曲线 负 斜 率 分 支 上 的 那个 鞍 型 定 态 波 $; (CO 
的 各 个 模式 {Ar ,0 } ,然后 从 方程 (10- 4) 计 算 它 的 不 稳定 和 稳定 轨道 . 其 中 不 稳定 
轨道 比较 容易 找到 ,将 初始 点 设 在 扣 (近邻 , 即 取 极 小 的 {56,《0)}) ,经 过 一 段 暂 态 
之 后 ,所 有 稳定 方向 的 运动 都 被 阻尼 ,扰动 4 Cr) so) COD MET E A BI m E E VG 
前 进 . 

对 于 波动 系统 来 说 ,鞍点 如 (&) 的 不 稳定 轨道 的 不 寻常 之 处 并 不 在 于 扰动 幅 
度 { 忆 (7)} 的 指数 增长 一 -这 一 点 与 时 序 系统 没有 什么 不 同 , 而 在 于 其 位 相 {as CO Y 
的 行为 .图 10-5(a) 是 4 个 模式 的 位 相 a (二 1~4) 沿 鞍点 不 稳定 轨道 的 演化 ,由 图 
可 见 , 在 暂 态 过 后 ,各 模式 位 相 分 别 趋向 常数 , {a CO 179 Cast o m EE 10-5 GO E SE 
线 所 示 . 改变 初始 条 件 ,如 将 各 模式 的 初始 位 相 加 x, 还 可 以 找到 另 一 条 不 稳定 轨 
道 , 这 时 所 有 位 相 {a!} 随 时 间 趋 向 另 一 组 常数 , {as (Tr)) 一 {ar?}, 如 图 10-5(a) 上 的 
点 划 线 所 示 . 不 难 发 现 ,在 两 组 常 位 相 之 间 有 关系 {oti } 一 人 ax: 土 x). 
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图 10-5 在 鞍 型 定 态 波 解 上 线性 扰动 波 3f'(6,r) 的 模式 位 相 we CO Gc 1:40 MBE 
( 随 波 坐 标 系 ,0 二 0. 65.e=0. 22) 


再 寻找 鞍点 的 稳定 轨道 , 它 将 位 于 无 穷 远 处 的 粒子 带 回 到 鞍点 . 为 此 , 需 将 方 
程 组 (10-4) 作 时 间 反 演 ,r 一 一 r, 采 用 适当 初始 扰动 4 六 (0) ,as COO T ,追踪 一 r 一 
十 cc. 鞍点 的 稳定 轨道 也 有 两 条 .无独有偶 , 沿 这 两 条 稳定 轨道 ,模式 位 相 也 分 别 趋 
TAHAA A Co UNE AA fae} 一 (as ms) ,如 图 10-5Cb) 的 实 线 和 点 划 线 所 示 . 
如 何 理解 模式 位 相沿 鞍点 的 稳定 和 不 稳定 轨道 为 常数 这 一 不 寻常 性 质 ” 我 们 
知道 ,扰动 波 的 线性 轨道 方程 (10-4) 和 本 征 方程 (8-16) 都 源 于 方程 (8-11) ,它们 描 
写 同 样 的 物理 . 假设 本 征 方程 (8-16) 有 N SERE HE AE AS GE TRE Um Yi) ,系统 就 有 
N 个 本 征 频率 {wi ) ,只 有 那些 不 稳定 方向 上 的 本 征 频率 出 现在 渐 近 运动 中 ,它们 投 
影 在 各 个 傅 里 叶 模 式 上 上 ;我 们 记得 . 较 结 点 不 稳定 的 定 态 波 解 在 失 稳 方向 & 上 
的 特征 频率 是 o — O0. DRE. SA ERAI UE p79(&) 受 到 扰动 时 ,在 各 个 全 里 叶 模 式 的 渐 
近 运 动 中 唯一 显现 出 来 的 将 是 0 频率 ,这 就 是 为 什么 图 10-5 中 沿 鞍 点 轨道 的 位 相 
a4 GO (二 1~~4) 都 趋向 无 振荡 常数 值 的 原因 ,当然 这 里 所 说 的 频率 都 是 在 随 波 
坐标 系 中 观察 的 值 . 
让 我 们 考虑 一 定 波 数 的 分 波 运动 , 鞍 型 定 态 分 波 是 
$e) = Aj cos[ ke +g; ]. (10-5) 
89, C£. c) = bi CO cosL AE + a; CO) ]. (10- 6) 
既然 沿 鞍 点 的 不 稳定 轨道 运动 时 w (r) 为 常数 ,线性 扰动 分 波 89, CE, ro) 与 分 波 
HABE 由 (多 的 位 相差 AL, =a,'? —0; 必定 保持 不 变 . 我 们 也 可 以 作 这 样 的 理解 , 正 
是 由 于 分 波 88, (6.00 5 $2, (6 之 间 的 位 相差 保持 在 一 个 特定 的 常数 值 (A 或 
AS) ,扰动 分 波 58.(&,t) 的 振幅 才能 受到 定 态 分 波 势 阱 97, CO 的 持续 驱动 ,得 以 指 
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JUS IK ;类似 地 ,所 谓 贰 点 的 稳定 轨道 ,就 是 在 另外 两 个 特定 位 相差 AP, Say? — 8, 
上 ,分 波 38.(&,7) 的 振幅 被 势 阱 持续 地 阻尼 而 指数 衰减 . 在 一 定 意义 上 ,这 有 点 像 
带电 粒子 在 静电 波 场 势 阱 中 运动 的 情形 ,在 线性 近似 下 ,粒子 被 加 速 或 减速 与 它 在 
势 阱 中 所 处 的 位 相 有 关 . 

能 否 将 鞍 型 波动 解 如 (8&) 的 不 稳定 和 稳定 轨道 表达 为 示意 图 5-1(d) 中 那样 的 
“标准 "形式 呢 ? 在 波动 系统 中 它们 是 无 穷 维 相 空间 中 的 轨道 ,可 将 其 投影 到 傅 里 
叶 室 间 中 一 个 截面 上 观察 . 因为 是 复 空 间 ,把 扰动 波 模式 的 振幅 和 位 相 组 合成 单一 
变量 是 方便 的 ,如 计算 扰动 模式 88, 的 能 量 ,定义 为 

SE: Cr) = (1 一 ce)LA CO cos (Oe — an (2) /2 + bL CO) /4 ], (10-7) 
它 是 实现 了 的 波动 总 能 量 E(7) 与 定 态 波 解 的 能 量 Eo 之 差 SECO TER EP & OT 
向 上 的 投影 , 即 有 


SE) = E(t) — E, = S 8b. (10-8) 
k 


因为 E, 是 时 间 的 常数 ,波动 能 量 E(z) 随 时 间 演 化 的 信息 都 包含 在 {8E CO) 中. 

图 10-6 是 沿 鞍 点 轨道 运动 时 扰动 波 能 量 SECO fk k — 1,2 平面 上 的 投影 ,0 一 
0. 65,e=0. 22. 图 中 原点 是 鞍点 , 它 对 应 无 扰动 时 的 鞍 型 定 态 波 解 加 C. 由 图 可 
见 , 两 条 不 稳定 轨道 (“VY ” 连 线 ) 从 鞍点 出 发 趋向 无 穷 远 ,两 条 稳定 轨道 (“ 久 ” 连 线 ) 
从 无 穷 远 处 导向 鞍点 ,与 鞍点 轨道 的 标准 图 像 5-1(d) 完 全 一 致 . 在 由 扰动 模式 能 量 
SECr)(A 一 1,2,…) 架 构 起 来 的 无 穷 维 相 空 间 中 的 任 一 截面 上 都 可 以 找到 鞍点 轨 
道 的 类 似 投影 . 
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图 10-6 对 鞍点 的 线性 扰动 轨道 在 模式 能 量 空间 的 投影 ( 随 波 坐 标 系 ,Q= 一 0. 652 = 0. 22) 


因此 , 当 观 察 相 空间 中 与 吸引 子 共存 的 鞍点 时 ,不 要 忘记 这 个 鞍点 还 " 带 着 ” 它 
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的 轨道 伸展 在 相 空 间 中 . 非 线性 动力 学 理论 告诉 我 们 ,如 果 这 个 吸引 子 变 得 混沌 并 
膨胀 得 足够 大 , 它 将 有 可 能 与 鞍点 轨道 相 切 ,最 终 引 发 吸引 子 激 变 “. 这 听 起 来 有 
点 不 可 思议 ,鞍点 不 是 在 物理 上 没有 实现 的 数学 解 吗 ?” 它 的 所 谓 不 稳定 和 稳定 罗 
道 也 不 过 是 在 线性 近似 下 从 理论 上 得 到 的 解 .如 此 虚幻 之 物 ,又 如 何 能 影响 实现 了 
的 吸引 子 上 的 轨道 运动 呢 ? 让 我 们 暂 旦 接受 这 一 理论 ,探究 它 在 波动 系统 中 的 可 
能 表现 ,再 试图 从 物理 上 去 理解 它 . 
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从 这 一 节 开 始 , 我 们 将 深入 探讨 向 强 湛 激 变 的 机 制 ,特别 关注 鞍点 在 其 中 的 作 
用 .为 此 , 需 放弃 对 扰动 波 所 作 的 线性 近似 . 转 而 采用 关于 扰动 振子 45 人 7) ,as CODI 
完全 非 线 性 方程 组 (9-11). 与 方程 组 (10- 4) 比 较 , 方 程 组 (9-11) 包 含 了 扰动 波 8$(&,7) 
的 自 非 线性 项 ,相应 的 模 - 模 耦 合 过 程 将 允许 失 稳 方 向 上 的 能 量 向 其 他 方向 转移 . 

在 讨论 强 测 起 因 时 ,不 是 直接 模拟 非 线性 波 方程 (7-47), 却 舍 近 求 远 ,去 求解 
扰动 波 的 模式 方程 组 (9-11). 是 因为 后 者 隐 含 着 强 江 动力 学 的 物理 . CE PLI TE S 
模拟 方程 (7-47) 时 ,我 们 是 在 实验 室 坐标 系 中 将 非 线 性 波 &z, 幻 看 做 一 组 相互 耦 
4 B 43 UE (LÀ, CO cose 0, CO 31 .而 求解 扰动 模式 方程 组 (9-11), 则 是 在 随 波 坐 
标 系 中 将 非 线性 波 %e,r) 视 为 在 定 态 波 势 阱 [这 里 是 鞍 型 势 加 (的 ] 中 的 一 组 耦合 
WT (b, CO sar) i. 在 本 章 分 析 向 强 满 激 变 的 机 制 以 及 强 满 状态 下 波 的 动力 学 时 
我 们 将 采用 后 一 图 像 ,许多 有 趣 的 现象 可 在 这 个 图 像 下 被 揭示 出 来 . 

当然 ,我 们 也 可 以 直接 模拟 非 线 性 波 方程 (7-47) , 却 又 保持 关于 非 线 性 波 的 上 
述 图 像 . 为 此 ,就 需要 将 模拟 波 方程 (7- 47) 得 到 的 解 $ 6x 0 2E REL BR UE DRA. 
PCr D$ 0. 0. HEAT BE tH DC UE BBG}, 06 Ce. m$ C0 0 — & COS RY 
SLE OO BERE Fl SG ek k pl dx BU — 4H DES Wi P (0. CO ,ae(r)) .本章 求 
解 耦合 振子 方程 组 (9-11) 的 一 些 主要 结果 ,都 曾 用 后 一 方法 作 过 交叉 检验 ,下 面 引 
用 的 图 中 有 一 些 就 是 用 后 一 个 方法 计算 的 . 在 本 章 的 叙述 中 我 们 不 特别 强调 使 用 
了 哪 种 方法 ,因为 由 它们 得 到 的 向 强 油 激 变 的 机 制 完全 相同 . 用 两 个 方法 得 到 的 结 
果 符 合 也 充分 说 明 将 所 讨论 的 非 线性 波 看 做 是 ( 著 型 ) 定 态 波 势 阱 中 的 耦合 振子 系 
统 这 一 物理 图 像 是 非常 合理 的 . 


10.3.1 支配 原理 


在 求解 扰动 波 振子 的 完全 非 线 性 方程 组 ‘(9-11) 之 前 .让 我 们 对 系统 (7- 47) 的 
动力 学 作 进 一 步 的 定性 思考 . 在 忽略 扰动 波 的 自 非 线性 时 ,线性 扰动 振子 的 运动 由 
方程 (10- 4) 描 写 , 它 有 NN 个 独立 的 复方 向 & ,它们 支撑 起 一 个 线性 空间 (不 一 定 正 
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BE) ,假设 这 NN POESIE AAS EEL AB EE SAT N 对 独立 复 振子 ( 准 模 ) , 若 
ERDE 方向 上 出 现 了 Hopf 失 稳 ,在 这 个 方向 上 的 扰动 将 被 放大 . 当 计 人 拢 动 波 
的 自 非 线性 时 ,振子 的 运动 由 方程 (9-11) 描 写 , 在 由 复方 向 会) 支撑 的 表象 中 观察 ， 
原来 独立 的 N 对 振子 现在 不 再 独立 ,通过 准 模 之 间 的 相互 作用 ,那些 线性 稳定 的 
振子 将 可 以 从 失 稳 的 振子 汲取 能 量 , 各 振子 间 出 现 了 频繁 的 能 量 交 换 过 程 . 

在 非 线性 理论 中 常 使 用 "支配 原理 "(slaving principle) © 这 一 概念 , 即 非 线性 
系统 的 整体 行为 是 被 极 少数 序 参 量 (order parameter) 的 行为 所 决定 的 ,例如 失 稳 
的 模式 支配 其 他 模式 的 运动 , 慢 变量 支配 快 变量 等 . H. Haken 在 他 著名 的 《协同 
学 ?中 曾 举例 说 ,语言 在 一 个 人 的 生命 过 程 中 变化 很 少 ,一 个 人 出 和 之 后 就 会 被 他 
所 学 的 语言 所 支配 ,当然 也 为 这 个 语种 的 延续 作出 了 贡献 

支配 原理 在 这 里 如 何 表现 呢 ? 如 上 所 述 , Hopf 不 稳定 的 振子 P 就 像 一 个 周 
期 力 , 它 通过 模 - 模 看 合 以 其 失 稳 频率 o 驱动 其 他 稳定 方向 的 振子 REAR) 
而 , 随 着 后 者 幅度 逐渐 增长 ,那些 RE" ) 方 向 上 的 本 征 频率 wi 势必 力图 表现 , 屠 
么 模 - 模 耦 合 的 结果 是 否 就 是 那 N 一 1 个 稳定 方向 上 的 本 征 频率 wii ,最 终 都 将 
显现 出 来 呢 》 支配 原理 告诉 我 们 的 图 像 并 不 是 这 样 ， 

事实 上 ,那些 稳定 方向 振子 的 运动 .常常 会 被 失 稳 方向 上 振子 的 运动 所 支 
配 . 稳定 方向 的 振子 在 力图 表现 自己 的 本 征 频 率 oisi ,的 同时 ,又 受到 频率 wi- 的 
驱动 ,它们 可 能 选择 的 运动 方式 是 : 在 自身 本 征 频率 cius ,的 基础 上 调节 ,尽量 
与 失 稳 频率 ww 实现 和 谐 的 运动 . 最 佳 的 协调 结果 是 与 之 锁 频 ,在 一 定 意义 上 这 就 
像 图 5-10 中 振子 在 外 周期 驱动 下 的 运动 ,那里 每 个 谐 波 振子 都 有 从 其 本 征 频率 伸 
出 的 Arnol'd 舌头 ,振子 通过 调节 其 幅 角 的 运动 ,在 舌 区 找到 了 与 驱动 频率 相 锁 频 
的 运动 频率 . 回 到 我 们 的 情况 ,如 果 所 有 振子 RAR ) 都 实现 了 与 失 稳 方向 上 
的 振子 锁 频 , 系 统 最 终 表现 出 来 的 就 只 有 一 个 独立 频率 ,就 像 图 9-2 EAS DA a 
点 在 Hopf 失 稳 后 发 展 成 极限 环 的 情形 那样 . 当然 ,这 里 的 情形 比 图 5-10 要 复杂 
些 , 因 失 稳 方向 "上 的 运动 也 同时 受到 其 他 稳定 方向 运动 的 影响 ,在 极限 环 上 运 
动 的 频率 一 般 会 从 失 稳 的 本 征 频率 oe 略 有 偏 移 . 在 更 一 般 的 情形 下 ,如 果 各 稳定 
方向 上 的 运动 不 能 与 Hopf 失 稳 方向 上 的 运动 协调 到 锁 频 的 极限 环 ,它们 将 转 而 
寻找 其 他 的 协调 方式 .如 进一步 分 贫 至 二 维 力 至 高 维 环 等 ,这 些 现象 我 们 在 第 九 章 


已 经 介绍 过 了 . 
10. 3.2 在 鞍 型 定 态 波 势 阱 中 扰动 波 的 相干 结构 


在 鞍 型 不 稳定 定 态 波 解 如 8) 的 情形 下 , 失 稳 的 本 征 频率 为 0, 随 着 失 稳 振子 
的 幅度 增长 , 它 也 企图 支配 其 他 稳定 方向 振子 的 运动 ,可 是 那些 振子 都 拥有 有 限 大 
小 的 本 征 频率 ,由 这 些 本 征 频率 伸 出 的 Arnold 舌头 中 的 频率 也 是 非 零 的 ,它们 找 
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不 到 与 失 稳 的 零 频率 实现 锁 频 或 其 他 可 协调 的 运动 方式 .运动 轨道 只 能 落 到 相 空 
间 中 与 鞍 型 定 态 波 解 共 存 的 其 他 可 实现 的 状态 上 去 . 这 与 前 面 讨论 的 Hopf 不 稳 
定 的 不 动 点 形成 对 照 , 在 Hopf 不 稳定 的 定 态 波 解 的 无 穷 小 紧邻 ,总 可 以 找到 由 失 
稳 频 率 支配 的 极限 环 运动 . 在 这 个 意义 上 我 们 说 , 鞍 型 定 态 波 解 是 绝对 不 稳定 的 ， 

图 10-7 是 Q 一 0.56.,e 二 0.07 时 , 磷 合 振子 方程 组 (9-11) 的 一 个 计算 结果 '*3， 
定 态 波 解 选 为 在 该 参数 下 滞后 曲线 负 和 斜率 分 支 上 的 鞍 型 波 解 加 COO ,初始 扰动 
(6:《0)} 非 常 小 .轨道 在 相 空 间 中 的 出 发 点 十 分 靠近 鞍点 . 图 10-7(a) 是 扰动 波 能 量 
SEC) ,由 图 可 见 , 开 始 时 6E(r) 几 乎 单调 地 指数 发 展 ,这 是 沿 鞍点 的 不 稳定 轨道 演 
化 的 阶段 ; 当 扰动 波 的 自 非 线 性 项 与 方程 中 的 其 他 项 可 比 时 ,5SE(r) 偏 离 指数 行为 ， 
最 后 稳定 在 一 个 非 零 常数 ,8E(r) 一 6E, ,表明 终 态 是 有 别 于 鞍点 的 一 个 不 动 点 . 
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(b) 扰动 波 的 渐 近 结构 80.15)， 鞍 型 定 态 波 解 
全 (和 实现 了 的 稳定 定 态 波 解 0.431 


图 10-7 在 鞍 型 定 态 波 解 风 (6 上 扰动 的 演化 (2=0.56,s 一 0.07) 


在 图 10-7(a) 的 渐 近 定 态 下 .各 扰动 波 振子 在 鞍 型 波 解 9; COP RRM PA 
随时 间 改 变 的 相干 结构 , 记 做 88; (8) ,如 图 10-7 CbO Bros. 实现 了 的 波动 解 则 是 
$,00 —$9; CO +88, (2), rf d; CO 8$, (6 各 (5) 分 别 用 虚线 、 圆 点 线 和 实 线 表 
示 , 在 随 波 坐 标 系 中 央 (6) 也 是 一 个 不 变 的 结构 .在 这 个 例子 中 , 鞍 型 波 解 加 COUR 
起 来 十 分 像 一 个 势 函 数 , 它 将 8$。(&) 的 两 个 峰 分 别 约束 在 其 两 个 阱 之 中 . 尽管 
$ (8) 不 是 一 个 物理 上 实现 了 的 状态 ,这 个 虚 波动 解 却 对 真实 世界 中 的 运动 起 到 了 
举足轻重 的 作用 . 
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图 10-8 与 图 10-7 有 相同 参数 (2,s) ,只 是 初始 扰动 56 Ce. 00 BUB AR d e ERE 
动 波 有 不 同 的 能 量 演化 曲线 BE CO (BS WA 10-8(a)] 和 渐 近 波形 34, CO [参见 图 
10-8Cb) | ,后 者 对 应 另 一 个 定 态 波 解 4, (0 ,在 图 10-8 (0 Hh 8; CO HE A ES RAE 
动 波 渐 近 相 于 结构 5$.(&) 的 作用 同样 明显 . 


0.0) 


$2> 56, €- 007 


0 30 — 400 600 800 1000 
T 


ta) 扰动 波 能 量 5E (D 


E =x- 


(b) 扰动 波 的 渐 近 结构 S68,(5)， Se WEN E ASHE AR 
O° SAUTE IN T SE ASHE ROS) 
图 10-8 ”在 鞍 型 定 态 波 解 如 (6) 上 扰动 的 演化 
(0 二 0.56,e 二 0.07; 初 始 扰 动 与 图 10-7 不 同 ;各 符号 与 图 10-7 的 相同 ) 

在 图 10-7 和 图 10- 8 中 扰动 波 振子 在 鞍 型 波 势 阱 加 (&) 中 架构 起 形状 颇 似 孤 
立 子 的 结构 2,CO ,在 一 定 意义 上 ,这 与 第 七 章 提 到 的 间隙 孤子 现象 非常 相似 . 间 
隙 孤子 的 出 现 需 要 有 周期 势 和 非 线 性 这 两 个 条 件 -1 -*” ,就 像 光 波 在 超 晶 格 中 传 
播 形 成 的 间隙 孤子 . 超 晶 格 为 系统 提供 了 一 个 周期 势 , 介 电 常 数 依赖 于 局 域 光 强 这 
一 假设 表明 光 传 播 经 历 的 是 非 线 性 过 程 . 在 扰动 波 的 演化 方程 (9- 8) 以 及 它 的 模式 
方程 (9-11) 中 , 鞍 型 定 态 波 解 宙 (5 起 到 了 周期 势 的 作用 ,同时 方程 又 包含 扰动 波 
的 自 非 线性 ,在 它们 的 共同 作用 下 扰动 波 才 形成 了 孤子 样 的 相干 结构 89, O. 

关于 孤立 子 的 理论 告诉 我 们 ,稳定 孤立 子 的 出 现 是 系统 的 色散 与 非 线 性 效应 
达到 平衡 的 结果 . 这 里 的 情形 也 类 似 ,制约 扰动 波 84(6,r) 运 动 的 方程 (9-8) 中 包含 
色散 项 和 5$(&,7) 的 自 非 线 性 项 , 当 它 们 达到 平衡 时 就 形成 了 稳定 的 相干 结构 
89, CO. 与 普通 独立 存在 的 孤立 子 不 同 的 是 ,由 于 各 (外 的 散射 ,方程 (9- 8) 中 扰动 
波 的 色散 行为 已 发 生 了 非 线 性 改变 . 在 这 个 意义 上 ,可 以 说 5$.(&) 是 一 个 非 线 性 的 
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孤子 结构 . 当然 这 个 结构 不 能 独立 存在 , 它 与 鞍 型 定 态 波 迭 加 ,形成 了 可 观察 的 稳 
EES $O ,对 应 于 相 空 间 中 与 鞍点 共存 的 男 一 个 不 动 点 . 从 同一 个 鞍 型 波 解 
加 (2) 出 发 .可 以 分 别 找 到 像 图 10-7(b) 和 图 10- 8(b) 这 样 两 个 稳定 定 态 波 解 
$,C0 ,它们 各 有 自己 的 吸引 盆 . 

这 里 需要 说 明 的 是 ,在 计算 图 10-7 和 图 10-8 时 ,我们 将 扰动 波 8$ Ce. TET 2g 
A gue Wrlm.mS 


、 
DAE) = Dbl (esr ope Hem), (10-9) 
k=l 


与 用 实 振子 展开 式 (9- 9) 得 到 的 振子 方程 (9-11) 比 较 , 其 中 的 自 非 线 性 项 相差 了 两 
倍 因子 ,得 到 的 振子 振幅 (rt) 也 差 两 倍 因 子 . 除 此 之 外 用 两 个 展开 式 得 到 的 振子 
时 间 行 为 完全 相同 . 振子 振幅 这 一 因子 上 的 差别 对 后 面 讨论 向 强 满 激 变 的 机 制 以 
及 强 汕 的 动力 学 行为 没有 任何 影响 .因此 除 特别 需要 外 ,下 面 一 般 不 再 声明 采用 的 
是 哪 种 展开 式 计算 的 , 需要 说 明 的 只 有 一 点 : 按照 展开 式 (10- 9) 计 算 的 总 波 能 
E,=E; +E, 位 于 小 后 曲线 的 上 下 分 支 之 间 "*” ,而 后 来 按照 展开 式 (9- 9) 计 算 , 发 
现 相 应 于 图 10-7 和 图 10- 8 ,总 波 能 E, 分 别 落 在 了 滞后 曲线 的 下 分 支 和 上 分 支 上 . 这 
个 差别 可 能 是 按 展开 式 (10- 9) 计 算 时 只 计 和 人 了 共 生 复 振 子 中 一 个 分 支 能 量 的 缘故 . 

共 配 复 振 子 的 确 是 非 线 性 波 中 一 个 邻 人 迷惑 不 解 的 现象 . 在 第 二 章 中 曾经 提 
到 ,如 果 是 线性 波 ,将 振子 假设 为 复 的 或 实 的 对 描写 系统 的 运动 并 无 影响 ,而 非 线 
性 波 的 解 则 一 般 需要 假设 为 实数 ,如 表达 式 (9- 9) 或 者 (10- 9) 的 形式 . 若 不 加 复 共 
斩 ,将 扰动 波 68(&.t) 展 开 为 


、 
(iD = Dean, (10-10) 


35 Za Ey FR CO-1 D rp AL RRB AP SE BE 7 3c TO oi AR 7 RE UR HEB E 
模拟 观察 到 的 结果 . HEHE 2 个 振子 的 复 矢 量 在 相 空间 中 向 相反 方向 旋转 , 除 
此 之 外 ,2 个 振子 的 演化 完全 相同 ,它们 纠缠 在 一 起 , 连 突变 也 同时 发 生 . 如 何 解读 
其 中 的 物理 ,发 人 深思 , 恐 非 “ 物 理 量 必须 是 实 的 ?就 可 以 一 言 以 项 之 的 ， 


10.3.3 相 空 间 中 与 鞍点 共存 的 吸引 子 


参数 改变 时 鞍 型 势 阱 如 (6 中 的 相 于 结构 dh (8) 不 再 稳定 ,图 10- 9 是 几 个 不 
同 (Q,e) 参 数 下 SE(r) 的 演化 ,轨道 出 发 点 都 设 在 相应 滞后 负 斜 率 分 支 上 的 贰 型 波 
解 如 (附近 ,它们 的 渐 近 行为 却 大 不 相同 . 扰动 波 能 SECO FEBR Cao O=0. 60.5 
0. 09 时 趋向 简单 周期 振荡 ;图 (b) Q=0.64,e 一 0.196 时 变 得 有 些 无 序 ;图 (c) Q= 
0. 65,e—0. 22 时 参数 已 越过 激 变 的 临界 点 ,5E(z) 先 经 过 一 段 类 似 图 (b) 中 的 缓 变 
无 序 轨 道 , 然 后 突然 大 幅 剧烈 振荡 ,运动 变 得 极其 混沌 ”1. 

对 于 图 10-9(c) 中 轨道 状态 突然 剧变 的 原因 ,仅仅 孤立 地 观察 扰动 波 的 演化 是 
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不 能 回答 的 ,必须 同时 考虑 鞍点 及 其 轨道 的 作用 . 
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图 10-9 在 鞍 型 定 态 波 解 如 CD ER AE RE o1: RAE 


图 10-10( 参 见 彩 图 10-10) 将 扰动 波 8$ Ce. r) B S | TA E s I RT] ERE YE 
相 空 间 的 能 量 截面 上 ,图 中 实 线 是 扰动 分 波 能 量 SE: CO MEA 3E,- CO I BR BE 
点 位 于 原点 , 它 的 不 稳定 和 稳定 轨道 分 别 用 空心 和 实心 三 角 连 线 表 示 , 图 Ca) 一 (d) 
对 应 于 不 同 参 数 (2,s) ,图 (a) 一 (中 只 画 了 8( 和 r) 的 渐 近 吸引 子 , 图 Cd) 中 还 包括 
了 它 的 暂 态 轨道 . 

在 图 10-10(a) 中 0Q 一 0.56,e 一 0.07, 各 扰动 分 波 的 能 量 OE, 都 趋向 常数 ,以 符 
a Oe 10-7(b) 中 孤立 波 样 的 相干 结构 9$, C0 这 样 ,就 有 2 个 不 动 

共存 于 相 空 间 中 ,鞍点 和 稳定 不 动 点 “十 ”. 随 参 数 变 化 ,在 图 (b) 中 O=0. 60,e= 
0. 11 ,不 动 点 "十 ”经 过 Hopf 分 舍 , 形 成 一 个 极限 环 . ERC N=. 625.67 0,16, 极 
限 环 扩大 并 略 显 无 序 ， VULT SUL REGE HERD. 在 图 (d) 中 Q— 0. 65, 
e= 0. 22,54 10- 9(c) 的 参数 相同 ,轨道 先 在 一 个 暂 态 吸引 子 上 徘徊 ,然后 突然 离开 
它 , 转 向 了 一 个 大 得 多 的 吸引 子 ,在 这 个 渐 近 吸引 子 上 ,轨道 极为 激烈 无 序 地 变化 . 

从 图 10-10(a) 一 (d) 的 结果 并 结合 第 五 章 介 绍 的 关于 吸引 子 激 变 的 理论 可 以 
建立 起 如 下 图 像 : 随 参数 变化 ,原来 稳定 的 不 动 点 经 过 一 系列 Hopf 分 岔 , 吸 引子 
在 相 空间 中 不 断 膨胀 ,如 果 吸 引子 与 鞍点 的 稳定 轨道 相 切 , 它 的 轨道 就 会 沿 着 鞍点 
的 稳定 轨道 趋 近 鞍 点 ,然后 再 沿 鞍 点 的 不 稳定 轨道 被 推 离 原来 的 吸引 子 ,最 终 引发 
TRE. 激 变 后 吸引 子 急剧 膨胀 , 它 的 动力 学 状态 与 激 变 前 的 截然 不 同 , 激 变 前 图 
10-10(c) 中 的 波 斑 图 有 类 似 于 图 10-2(a) 中 空间 相干 波动 状态 , 激 变 后 图 10-10(d) 
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(c) 极限 环 略 显 无 序 (2 = 0.625, 2 - 0.16) (d) 吸引 子 突然 膨胀 (2 = 0.65, £= 0.22) 


10-10 ”鞍点 (位 于 图 中 原点 ) 的 不 稳定 (空心 三 角 连 线 ? 和 稳定 (实心 三 角 连 线 ) 轨 道 
以 及 实现 了 的 运动 轨道 ( 实 线 ) 在 模式 能 量 空间 的 投影 ( 随 波 坐 标 系 ) 


中 的 波 斑 图 则 具有 类 似 于 图 10-2 CbO rP sf im P FE E. 

看 来 这 个 图 像 合 理 地 解释 了 所 观察 到 的 向 强 满 转 变 中 的 现象 ,但 它 仍然 未 能 
回答 节 10.2 提出 的 问题 : 鞍点 不 过 是 理论 上 存在 的 一 个 虚 波 动 , 所 谓 它 的 不 稳定 
和 稳定 轨道 也 只 是 在 扰动 波 的 线性 近似 下 从 方程 (10- 4) 得 到 的 结果 ,在 扰动 幅度 
足够 大 时 这 个 解 将 远 远 偏 离 真实 的 运动 ,那么 这 些 在 线性 理论 下 得 到 的 轨道 又 如 
何 能 实 实在 在 地 影响 真实 世界 中 的 运动 呢 ? 

唯一 的 可 能 是 ,在 激 变 前 的 某 个 瞬时 cO ,扰动 波 的 运动 满足 或 近似 满足 线性 
轨道 方程 (10- 40. 换 句 话说 ,在 这 一 瞬时 ,85$(&,r' ) 的 幅度 一 定 变 得 非常 小 ,以 至 它 
的 自 非 线性 在 实际 上 而 不 是 在 理论 上 真 的 可 以 被 忽略 , 唯 有 如 此 ,真实 的 轨道 才 可 
能 沿 着 理论 上 的 线性 近似 轨道 前 进 , 直 到 扰动 波 的 幅度 增 大 到 线性 方程 (10- 4) 不 
再 适用 . 循 着 这 个 逻辑 思路 ,我 们 将 目光 锁定 在 寻找 一 个 特别 的 瞬 态 v ,在 这 个 瞬 
态 下 实现 了 的 波形 $8(&) 与 鞍 型 定 态 波 解 $5 (&) 的 形状 相差 无 几 . 也 许 这 只 是 一 个 
转瞬 即 逝 的 状态 ,不 过 唯 有 在 这 样 的 状态 下 ,扰动 波 5$(&,r" ) 才 会 真 的 变 得 很 小 ， 
才能 合理 地 解释 鞍点 的 稳定 和 不 稳定 轨道 何以 能 够 对 运动 起 如 此 关键 的 作用 . 这 
就 引出 了 下 一 节 的 话题 一 一 斑 图 共振 . 
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10.3.4 斑 图 共振 


当 给 定 参数 越过 激 变 的 临界 点 ,如 在 Q 二 0. 65 e = 0. 222»e. 时 ,可 以 观察 到 从 
空间 相干 波 斑 图 向 强 满 波 斑 图 的 突然 转变 . 图 10-11 620 — CeO JE XE SER] P B3 3 个 
i d 初始 时 从 一 个 低 水 平 光滑 波动 出 发 ,在 一 段 时 间 内 , 波 斑 图 保持 类 似 层 
状态 [图 (a)]; ;从 茶 一 时 刻 开始 ,波幅 突然 迅速 增高 ,但 波形 仍然 光滑 [图 (b) 前 
caia 凸显 ,波动 变 得 起 伏 不 定 YT HL UB DE E PL LB 28 dt AR AS 
[图 (ec)]. ee 吉 果 都 经 历 了 类 似 图 10-11 的 3 个 阶段 ， 
然而 , 何 时 发 生 罕 变 却 全 无 规律 ,出 现 突变 的 时 间 对 初始 波形 x,t 二 0) 极 端 敏感 ， 
波形 的 任何 微小 改变 ,都 显著 地 改变 突变 发 生 的 临界 时 间 ,或 推迟 或 提前 . 


图 10-11 波动 解 8(x, 四 从 空间 相干 态 到 强 满 流 态 的 突变 (Q 二 0.65,e 二 0. 22) 


突变 出 现 的 “义无返顾 ”和 突变 临界 时 间 的 “敏感 多 变 ” ,对比 鲜明 的 两 个 特点 
共处 一 身 , 这 个 现象 给 我 们 什么 启示 呢 ? 显然 ,系统 中 一 定 存 在 着 引起 突变 的 必然 
诱因 ,而 这 个 因素 必定 十 分 精巧， 惟 其 精巧 才 会 敏感 . 从 上 一 节 的 分 析 ,我们 已 经 知 
道 了 这 个 必然 诱因 , 它 就 是 鞍点 一 一 一 个 鞍 型 定 态 波 解 加 (名 ,可 以 预料 ,这 个 对 
初始 波形 敏感 的 .极为 精巧 的 因素 一 定 也 与 鞍 型 波动 解 有 关 . 参考 有 关 激 变 的 理 
论 , 不 难 猜测 ,一 定 是 在 某 个 瞬时 +" ,实现 了 的 波形 %(s,r RE SUE 
加 (后 的 形状 变 得 十 分 相似 ,因此 在 这 一 刻 扰 动 波 o6 Ce c ) 的 幅度 非常 小 ,以 致 在 
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一 段 时 间 内 它 真 的 沿 着 线性 演化 方程 (10- 4) 所 预言 的 轨道 运动 ,并 最 终 触发 了 波 
斑 图 突变 . 

对 上 述 猜 想 ,要 用 不 同 参 数 .不 同 初始 条 件 多 方 求证 ,包括 在 相同 参数 下 用 不 
同 数学 方法 作 交 叉 检 验 , 例如 采用 在 实验 室 坐标 系 (z,zi) 中 直接 求解 偏 微分 方程 
(7- 47) 和 在 随 波 坐 标 系 (&,z) 中 联 立 求解 代数 方程 组 (7-52) 与 常 微分 方程 组 (9-11) 
这 两 种 方法 . 下面 我 们 将 不 特别 指明 计算 所 采用 的 具体 方法 ,重要 的 是 ,所 有 结果 
都 指向 同一 事实 : 在 某 个 临界 时 刻 c— c^ 前 后 的 一 个 极为 短暂 的 时 间 内 ,实现 了 的 波 
FE $C c  ) 变 得 与 鞍 型 虚 波动 页 (名 的 形状 非常 接近 , 紧 随 其 后 就 发 生 了 波动 eO 
的 状态 突变 . 数值 模拟 中 观察 到 的 这 个 现象 与 预测 完全 相同 ,可 称 为 斑 图 共振 . 

图 10-12 是 斑 图 共振 的 一 个 实例 ,参数 为 0 一 0. 65,e=0. 22, 图 中 实 线 是 数值 
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图 10-12 突变 前 后 几 个 不 同时 刻下 实现 了 的 波动 解 $x,1) 的 波形 ( 实 线 ) 
HERESHME Ce Q0 BT OE AO 
(Q=0. 65.e=0. 22) 


250 SR p LT) SER Ta BO AA ZE AS 8 80 73 E 


模拟 方程 (7- 47) 得 到 的 波动 解 $8(x,1), 它 是 实现 了 的 波动 状态 ,虚线 是 鞍 型 波 解 
$; Gc — QU L BITE BE UE ^e i APY 如 (外 ,这 是 一 个 理论 上 存在 而 实际 上 观察 不 到 
的 波动 解 ,为 得 到 这 个 解 ,需要 先 在 随 波 坐 标 系 中 求解 定 态 波 模式 方程 (7-52) ,再 
将 结果 转换 到 实验 室 坐 标 系 . 图 10-12(a) 121.0. (b) :一 35. 0 是 斑 图 共振 发 生前 
的 状态 ,波形 $CcO dETEOGIR ,它们 对 应 于 图 10-10(d) 中 激 变 前 暂 态 吸 引子 上 的 轨 
道 ;图 (c) t= 39.0 是 斑 图 共振 出 现时 的 瞬 态 (t==1" ) ,可 以 看 到 ,这 时 波动 解 
Pr D S ERU ERE 加 (z+ 一 0Q27) 几 乎 重合 ,形状 仅 略 有 差别 ,可 以 说 ,在 这 一 瞬间 , 鞍 
型 波 解 如 (x 一 0Q1) 近 似 得 到 了 实现 ;图 10-12(d) :一 50.0,(e) :一 60.0 是 共振 刚刚 
过 后 、 沿 鞍点 不 稳定 轨道 运动 的 阶段 ,这 时 $x, 四 的 幅度 已 远 高 过 鞍 型 波 解 
$s es EU $(x4t) 
波形 明显 有 双 峰 结构 ,结合 第 八 章 定 态 波 的 稳定 性 分 析 可 知 , 这 是 因为 在 相应 参数 
ES, pei k=2, CGB RR ELMER E—2 占 优 的 缘故 ; 随 着 
失 稳 方向 的 能 量 逐 渐 向 其 他 方向 转移 ,短波 模式 被 强烈 激发 ,图 10-1200 t= 149. 0 
给 出 激 变 后 渐 近 波动 的 典型 波形 , 它 对 应 于 图 10-11(c) 和 图 10-10(d) 中 膨胀 了 的 
吸引 子 上 的 强 满 状 态 . 
定义 

ACGr.D = $r.D — & Gr — Nt) (10-11) 

LE PODIUM $; RS 偏离 程度 . 图 10-13 


(无 量 纲 单 位 ) 


| 
斑 图 共振 发 生 的 临界 时 刻 


图 10-13 实现 了 的 波动 解 扩 7,1) 与 鞍 型 定 态 波 解 加 (x 一 Q1) 的 时 空 偏离 人 (zy 站 等 高 图 
(Q=0. 65,e=0.22) 
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(参见 彩 图 10-13) 是 A* Ge ONS RA de CE Ace P M REESE 23]: 6 附近 可 以 看 
到 一 个 白色 的 带 状 区 域 ( 横 轴 下 箭头 所 指 ) ,那里 实现 了 的 波动 $C DO RESET OR 
波 解 的 偏离 最 小 , 它 的 左边 是 激 变 前 的 状态 ,偏离 一 般 较 白色 区 域 略 大 ,右边 是 激 
AB fri ES] AR AS AT (zx, 四 ) 的 值 随时 间 和 空间 大 幅度 剧烈 变化 . 这 个 图 再 一 次 说 明 ,在 激 
变 发 生前 的 短暂 时 刻 ,发生 过 斑 图 共振 ， 

图 10-14 REHE $6.0 5j g (x 一 Q21) 两 个 波形 之 间距 离 14| 随 时 间 的 演化 ， 
由 图 可 见 , 在 暂 态 吸引 子 上 |A1(W) 低 水 平缓 慢 变 化 ,在 终 态 的 强 湛 吸 引子 上 |A| (4) 
高 水 平 大 幅 振荡 ,在 二 者 之 间 的 某 个 时 刻 ( 见 横 轴 下 面 的 左 第 头 ), 可 以 看 到 |A| Cd) 
突然 出 现 向 下 的 尖峰 ,在 尖 点 处 实现 了 的 波动 解 $8(x,?) 与 鞍 型 波 解 OS Ce QI] 
距离 达到 极 小 , 它 对 应 斑 图 共振 发 生 的 临界 时 刻 , 在 这 一 瞬时 相 空间 中 的 运动 轨道 
十 分 接近 鞍点 . 这 样 的 下 尖峰 曲线 说 明 ,运动 轨道 先是 (沿革 点 的 稳定 轨道 ) 被 导向 
鞍点 ,在 临近 鞍点 处 又 迅速 ( 沿 鞍 点 的 不 稳定 轨道 ) 远 离 鞍 点 ,这 才 引 发 了 向 强 满 的 
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图 10-14 SMT OA pa FRM EA RAR 4; Gc 1 BIE ER lALCO 
(Q=0. 65,e=0, 22, 4c fi 3 T8 AR AY FE“ BER SE HR” BOE Ih FR” , 右 箭 头 指 示 的 是 另 一 个 临 
界 动力 学 事件 (参考 节 10.4.1) 出 现 的 时 刻 ) 


从 不 同 初始 条 件 得 到 的 结果 大 同 小 异 , 如 曲线 |4A1 (72) 都 像 图 10-14 那样 在 激 
变 前 出 现 向 下 的 尖峰 ,只 是 尖峰 出 现 的 早晚 和 和 极 小 值 的 大 小 不 尽 相 同 而 已 . 不 过 
有 一 个 现象 值得 注意 ,这 就 是 所 有 |1A1(?) 的 计算 样本 无 一 例外 都 显示 了 2 个 向 下 
的 尖 峰 ,前 一 个 有 更 小 的 极 小 值 ,在 极 值 处 轨道 离 鞍 点 更 近 , 后 一 个 紧 随 其 后 出 现 ， 
极 值 处 离 鞍点 略 远 ;仔细 观察 等 高 图 10-13, 可 注意 到 A (xz,z) 中 白色 带 状 区 实际 
上 也 有 2 个 ,它们 与 图 10-14 中 2 个 尖峰 分 别 对 应 . 如 果 说 图 10-14 中 第 一 个 尖峰 
对 应 斑 图 共振 ,那么 第 二 个 尖峰 的 出 现 说 明 斑 图 共振 并 没有 立即 引起 吸引 子 剧烈 
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脱 胀 ,只 是 在 轨道 又 一 次 经 过 鞍点 附近 后 吸引 子 才 突然 膨胀 . 研究 表明 ,这 第 二 个 
尖峰 对 应 的 是 斑 图 共振 引发 的 男 一 个 临界 动力 学 事件 ,我 们 将 在 节 10. 4. 1 中 对 其 
进行 分 析 . 

斑 图 共振 是 一 个 崭新 的 物理 现象 , 它 告 诉 我 们 , 骸 在 物理 世界 中 可 观察 到 的 千 
姿 百 态 的 波动 下 面 , 还 可 能 存在 某 种 虚 波 动 解 , 因 其 绝对 不 稳定 ,寻常 观察 不 到 ,但 
它们 却 有 机 会 对 可 观察 到 的 波动 状态 产生 巨大 影响 . 在 一 定 的 外 部 条 件 下 ,这 些 虚 
波动 解 的 形状 注定 地 要 在 某 一 瞬时 被 实现 ,虽然 实现 的 时 刻 难以 预料 ,实现 的 波形 
不 其 精确 ,维持 的 时 间 也 极为 短暂 , 却 因此 会 把 系统 带 到 一 个 完全 不 同 的 运动 状 
态 . 如 在 上 面 的 一 些 例子 中 ,原来 近似 层 流 的 状态 消失 了 , 代 之 以 在 时 间 和 空间 上 
都 激烈 变化 的 强 湾流 状态 . 

非 线 性 动力 学 将 解 的 稳定 性 问题 在 学 科 共 通 的 意义 上 提 到 前 所 未 有 的 高 度 ， 
根据 这 一 理论 ,不 稳定 解 的 重要 作用 不 仅仅 在 于 它们 中 的 一 些 会 通过 一 系列 局 域 
分 岔 逐 渐 使 运动 状态 变 得 复杂 ,还 在 于 有 的 不 稳定 解 本 身 , 如 鞍点 解 , 可 能 在 相 空 
间 中 与 实现 了 的 吸引 子 共存 ,并 在 一 定 条 件 下 引起 吸引 子 状态 突变 . 斑 图 共振 只 是 
鞍点 作用 的 一 个 表现 , 它 告 诉 我 们 , 某 些 特殊 空间 形状 ( 鞍 型 波 ) 的 短暂 实现 会 引起 
真实 世界 中 的 运动 状态 剧烈 改变 ,这 一 事实 给 斑 图 共振 现象 多 少 抹 上 一 层 神 秘 色 
彩 . 众所周知 ,物理 学 是 一 门 建立 在 实验 观测 基础 上 的 学 科 , 只 有 观测 到 的 东西 才 
被 认为 是 物理 的 真实 . 斑 图 共振 现象 其 实 与 以 观测 为 基础 的 物理 学 并 无 矛盾 ,毕竟 
鞍 型 波 这 个 虚 波 动 解 只 有 在 其 得 到 实现 ,哪怕 是 短暂 的 不 精确 的 实现 ,才能 引发 运 
动 状 态 的 突变 . 当然 它 也 提醒 我 们 ,在 做 物理 观测 时 , 除 关 注 那些 常态 之 外 ,还 应 该 
注意 那些 有 机 会 在 短暂 时 间 内 实现 的 不 稳定 状态 ,它们 很 可 能 与 状态 突变 的 发 生 
有 密切 关系 . 

鞍 型 波动 解 的 波形 有 什么 特异 之 处 ,以 致 于 它 的 实现 能 引起 运动 如 此 剧烈 的 
变化 ? 其 实 , 波 形 共 振 只 是 表现 ,频率 或 相 速 度 共振 才 是 实质 .我 们 已 经 说 明 ,在 班 
图 共振 后 的 一 段 时 间 内 ,运动 大 体 沿 鞍点 的 不 稳定 轨道 前 进 ,此 时 扰动 波 在 随 波 坐 
标 系 中 实现 的 本 征 频率 为 0; 在 实验 室 坐 标 系 中 观察 ,这 个 频率 就 是 Q, 即 外 驱动 波 
的 频率 ,所 以 ,所 谓 斑 图 共振 本 质 上 是 一 种 频率 共振 ,外 驱动 频率 与 介质 的 内 部 本 
征 频率 出 现 了 共振 . 这 里 所 说 的 介质 的 本 征 频率 已 不 同 于 式 (7-63? 给 出 的 线性 本 
征 频率 ,由 于 定 态 波 解 的 散射 ,本 征 频率 已 发 生 了 非 线性 改变 ,在 这 个 意义 上 ,可 以 
说 斑 图 共振 是 一 种 非 线性 频率 共振 . 斑 图 共振 刚 过 后 在 图 10-1200 , Co d! $x) 
出 现 的 双 峰 结构 就 是 一 个 证 明 ,前 面 已 经 分 析 , 这 是 外 驱动 波 与 ( 园 结 点 ) 失 稳 准 模 
& 一 2 发 生 共振 的 一 个 表现 . 


§ 10.3 E fe in s a CE HP f fe H8 293 


10.3.5 吸引 子 轨道 与 鞍点 的 碰撞 


根据 非 线 性 动力 学 理论 ,在 与 鞍点 的 稳定 轨道 相 切 以 后 ,运动 轨道 将 沿 着 它 被 
引 向 鞍点 . 事实 上 ,在 斑 图 共振 的 那 一 退 间 轨道 与 鞍点 已 十 分 接近 ,那么 能 否 观 察 
到 相 轨 道 与 鞍点 发 生 碰 撞 呢 ?这 个 想法 很 请 人 ,但 如 何 观 察 到 这 一 现象 却 颇 费 思 
量 , 这 主要 是 因为 在 模型 (7-47) 的 情况 下 吸引 子 与 鞍点 发 生 的 不 是 一 种 精确 碰撞 ， 
假设 在 共振 的 瞬间 上” ,波形 x ,1" S RT USE pe Cx — 0t ) 形 状 精确 相同 ,那么 
此 刻 相 空间 轨道 将 准确 地 触 到 鞍点 ,在 任何 庞 加 莱 截 面 上 都 应 该 能 观察 到 轨道 与 
鞍点 的 碰撞 ,可 惜 情 况 远 非 如 此 理想 . 事实 是 ,在 斑 图 共振 发 生 的 那 一 瞬间 ,两 个 波 
形 并 不 完全 相同 ,如 图 10-12(c) 中 实现 了 的 波形 t ) 相 对 于 加 (x 一 Qt1' ) 仍 有 
小 的 起 伏 , 图 10-14 中 14A1(O 的 尖峰 也 从 未 探 到 0. 显然 ,在 二 时 刻 , 轨 道 并 没有 真 
正 触 到 鞍点 ,没有 发 生 过 精确 意义 上 的 与 较 点 碰撞 , 在 这 种 情况 下 , 庞 加 莱 截 面 上 
的 轨道 投影 一 般 将 与 鞍点 有 明显 距离 ,那么 讨论 相 轨 道 与 蒋 点 碰撞 还 有 没有 意义 ? 
我 们 能 够 找到 合适 的 表象 展示 这 一 现象 四 ? 

相 轨 道 与 鞍点 最 接近 的 状态 就 是 在 斑 图 共振 那 一 刻 , 此 时 在 随 波 坐标 系 中 
PET ) 和 加 (8) 是 两 个 形状 约略 相同 的 空间 结构 ,它们 的 幅度 和 空间 导数 大 致 处 
处 相等 ,我 们 应 该 根据 这 一 事实 来 选择 展示 这 一 碰撞 现象 的 表象 . 代替 庞 加 莱 截 
面 ,我 们 在 随 波 坐 标 系 中 国定 空间 点 £— 6. 处 观察 $(&,7) 的 运动 ,并 将 其 投影 在 横 
坐标 为 $C ,7T) 、 纵 坐标 为 DEE r)a 的 二 维 平 面 上 . 在 这 个 表象 下 , 鞍 型 波 解 
$8) 的 投影 就 是 一 个 鞍点 , 斑 图 共振 发 生 时 , 相 轨 道 应 该 大 体 走 到 这 一 点 . 这 是 一 
个 粗 粒 化 的 表象 , 它 不 关心 模式 空间 中 轨道 的 细节 ,只 着 力 突显 斑 图 共振 这 一 物理 
事实 . 

让 我 们 利用 这 个 表象 从 两 个 角度 观察 鞍点 在 向 湛 流 激 变 中 的 作用 :一 是 趋 近 

参数 空 问 临 界 点 时 终 态 吸引 子 与 鞍点 的 碰撞 ,二 是 参数 越过 临界 点 后 暂 态 轨道 与 
Be AS BEY BE 

先 看 前 者 ,图 10-15 CA WL PA 10- 15) 固定 人 二 0. 65, 另 一 参数 s MA: 

(a) 0. 18,(b) 0. 19,(c) 0. 20,(d) 0. 2009 ,这 就 是 说 ,e 的 值 从 图 (Ca) 到 (Cd) 逐 渐 通 


近 激 变 发 生 的 临界 值 ez0. 201 , 横 纵 坐标 分 别 是 gs:c) eo IEEE) .图 中 
蒋 点 用 一 个 圆 点 表示 , 它 的 位 置 随 e 改变 略 有 移动 , 实 线 是 波动 吸引 子 &Ws,r) 的 投 
影 , 暂 态 过 程 已 经 略 去 , 由 图 可 见 , 随 着 。 趋 近 e. ,吸引 子 与 鞍点 逐渐 靠拢 ,在 图 (d) 


e=0. 2009 时 ,吸引 子 的 一 侧 与 鞍点 已 二 分 接近 ,但 还 没有 发 生 碰 撞 . 
图 10-16( 参 见 彩 图 10-160 d& (2— 0. 65,e=0. 201 时 的 情形 ,se 值 刚刚 越过 临界 值 
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图 10-15 ”在 参数 趋 近 激 变 临界 点 时 波动 吸引 子 与 鞍点 相对 位 置 的 变化 
( 随 波 坐 标 系 ,人 2 二 0. 65) 
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的 函数 ,鞍点 用 圆 点 表示 . 与 图 10-15 相 比 ,吸引 子 大 为 膨胀 ,鞍点 已 被 覆盖 在 其 中 . 吸 
引子 上 的 轨道 极其 无 规 ,说 明 波动 幅度 和 它 的 空间 梯度 都 随时 间 迅 速 变化 ,显示 出 强烈 
Bara HE. 图 10-15 和 图 10-16 的 结果 清楚 地 表明 ,吸引 子 激 变 正 是 与 鞍点 碰撞 后 发 生 的 . 
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Æ 10-16 激 变 后 的 波动 吸引 子 和 被 它 覆 盖 的 鞍点 (空心 圆圈 ) 

( 随 波 坐 标 系 ,0=0. 65,e=0. 20127 6) 
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其 次 固定 >e MAH AS PE 5 BA EY REM E 10-17 中 O= 0. 65,e 一 
0.225982 9|. o Aee leo RR, UE T CEPR APR RE 


Ca) 一 (d) 分 别 对 应 不 同 初始 扰动 分 布 89 (8.00. 轨道 从 鞍点 (图 中 为 圆圈 ) 附 近 出 
发 ,图 中 略 去 了 开始 的 几 个 步 长 ,以 避免 与 要 观察 的 现象 混淆 . 因为 参数 相同 ， 
Ca) 一 (d) 中 鞍点 位 置 都 一 样 . 图 中 轨道 都 向 外 盘旋 ,在 不 同 初始 扰动 下 ,轨道 有 的 
稀 玖 ,有 的 稠密 , 暂 态 长 短 也 不 一 ,但 令 人 惊异 的 是 ,这 些 轨道 看 起 来 无 一 例外 地 都 
在 盘旋 中 经 过 了 鞍点 ,此 后 又 盘旋 了 大 约 一 周 后 突然 转向 ,最 终 发 展 成 强 满 吸引 子 . 
尽管 细 查 轨道 坐标 ,其 实 它 们 并 没有 严格 经 过 鞍点 ,但 在 这 个 粗 粒 化 表象 下 ,我 们 已 
有 足够 信心 说 ,在 激 变 发 生 之 前 运动 轨道 的 确 都 曾 与 鞍点 出 现 过 碰撞 ,这 是 一 种 在 斑 
图 共振 意义 上 的 非 精 确 碰撞 . 与 鞍点 发 生 不 大 精确 的 碰撞 就 能 引发 向 强 汕 激 变 , 这 一 
事实 在 物理 上 是 完全 合理 的 . 设想 如 果 要 求 有 无 限 精 确 的 碰撞 才能 引发 激 变 , 那 么 
无 穷 小 的 扰动 就 应 该 能 够 阻止 碰撞 和 向 强 满 转 变 , 经 验 表明 情况 并 非 如 此 . 
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图 10-17. 参数 越过 激 变 的 临界 点 后 波动 的 暂 态 轨道 及 其 与 鞍点 的 碰撞 
( 随 波 坐 标 系 ,Q2=0.65.e=0.22>>e,(a) 一 (d) 对 应 不 同 初始 扰动 ) 


非 线 性 漂移 波 模型 (7-47) 不 是 唯一 观察 到 与 鞍点 碰撞 引起 吸引 子 激 变 的 波动 
系统 ,在 有 阻尼 的 一 维 Kuramoto-Svashinsky fy 077) 


Ou , Ou, you Ou? _ 
Ot ar Ox! ax 


中 ,也 观察 到 吸引 子 与 鞍点 的 碰撞 以 及 由 此 引起 的 吸引 子 激 变 . 文中 将 方程 的 解 展 


0 (10-12) 
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开 为 
ulr) = N bela (10-13) 
peice 
其 中 模式 振幅 OR LAE 
dé ee 
S = (kè — ydp aus = ik 之 bm Db n), (10-14) 
一 步 假 设 波动 解 具 有 如 下 的 空间 对 称 性 质 
ux. —— uC— x.t), (10-15) 


这 要 求 by 00 Fil ae f HER] 0.0 = — ia, (0 /2. 在 这 些 限 定之 下 导出 a CO B E 
方程 为 
da, 


uoc Se a bo. opem sx (10-16) 


该 文 作者 发 现 ,在 一 个 临界 参数 ,处 ， uD RBIF 与 鞍点 发 生 了 碰撞 ， 
且 碰 撞 后 吸引 子 突然 膨胀 . 图 10-18 是 相 空 间 的 庞 加 莱 截 面 图 ,“ 十 ”表示 鞍点 , 圆 
点 组 成 的 粗 实 线 是 轨道 吸引 子 ,图 (a) 是 激 变 前 的 状态 ,图 (b) 是 吸引 子 与 较 点 发 生 
对 头 磁 时 的 临界 状态 ,图 (c) 是 激 变 后 急剧 膨胀 了 的 吸引 子 ,鞍点 已 被 其 覆盖 . 由 此 看 
来 ,与 著 点 碰撞 引起 状态 激 变 ,在 非 线 性 波动 系统 中 可 能 是 一 个 相当 普遍 的 现象 . 
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S g : . 
1.84 -1.8 1.830 1:82 1.820 1.840 1.835 1.830 1.825 1.820 
ls Us 
(a) 激 变 前 (b) 吸引 子 与 鞍点 碰撞 的 临界 时 刻 


à 
1.840 1.835 1.830 1.825 1.820 
(c) 激 变 后 


图 10-18 ”模型 (10-16) 中 激 变 前 后 吸引 子 的 庞 加 莱 截 面 图 
( 引 自 文 [127]) 
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不 过 ,模型 (10-16) 在 激 变 后 的 波动 状态 与 非 线性 漂移 波 模型 (7-47) 的 显著 不 
同 ,前 者 u(x,) 的 幅度 虽然 也 大 幅 增 长 .波形 却 依然 光滑 ,显然 不 曾 发 生 过 能 量 向 
短波 的 级 联 , 而 后 者 在 激 变 后 短波 模式 十 分 活跃 , 波 碎 已 经 发 生 . 这 个 差别 是 否 源 
于 两 个 模型 方程 不 同 的 动力 学 性 质 ,还 需要 作 仔 细 分 析 , 值 得 思考 的 是 ,在 导出 方 
程 (10-16) 时 曾 对 未 知 函 数 xz,0 作 过 空间 对 称 性 假设 (10-15) ,这样 的 假设 对 波 
动 演 化 起 了 什么 作用 ? 纯 虚 (或 实 ) 模 式 缺 少 一 般 复 模式 中 位 相 这 个 参量 ,即使 形 
式 上 加 上 位 相 , 它 也 不 随时 间 改 变 , 这 样 不 同 模式 之 间 不 可 能 通过 调整 位 相 来 协调 
它们 之 间 的 相对 关系 ,更 不 可 能 改变 其 运动 的 对 称 性 质 , 这 极 大 地 限制 了 波动 解 所 
能 选择 的 斑 图 状态 . 与 此 相对 照 , 在 模型 (7- 47) 中 , 除 周期 2x 边界 条 件 之 外 ,计算 
中 没有 对 它 的 解 作 任 何 对 称 性 限制 ,模式 演化 有 大 得 多 的 自由 度 . 后 面 将 看 到 ,在 
参数 改变 时 波动 模式 的 运动 有 可 能 改变 对 称 性 质 ,如 向 强 洲 流 状态 的 突变 就 伴随 
着 某 种 对 称 性 质 的 改变 . 

位 相 是 波动 系统 中 极为 活跃 的 因素 ,即便 是 单 摆 这 样 的 简单 非 线性 振子 .其 位 
相 运动 也 可 取 两 个 不 同 的 状态 ,在 相 空间 中 由 分 界线 截然 分 开 , 一 般 来 说 , 非 线 性 
振子 的 位 相 状态 还 不 止 简单 的 周期 摆动 和 转动 , 文 L240 中 就 列举 了 若干 可 能 的 位 
相 运动 状态 ,如 混沌 的 摆动 态 等 . 我 们 在 下 一 节 中 将 指出 ,系统 (7- 47) 中 波动 模式 
的 位 相 还 可 以 采取 混沌 摆动 和 转动 交替 出 现 的 一 种 十 分 无 序 的 状态 ,位 相 状 态 的 
突变 对 波 斑 图 形态 起 着 十 分 关键 的 作用 . 
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10.4.1 束缚 -自由 转变 


参考 时 序 系统 激 变 的 例子 ” ,我们 曾 估计 相 轨 道 在 与 鞍点 碰撞 之 后 ,将 立即 
沿 着 鞍点 的 不 稳定 轨道 导向 急剧 膨胀 了 的 吸引 子 , 然 而 ,波动 模型 (7-47) 中 的 激 变 
现象 却 大 大 出 乎 预料 . 如 图 10-17 所 见 .与 鞍点 碰撞 并 没有 立即 引发 激 变 ,相反 , 轨 
道 似乎 按照 惯性 继续 盘旋 ,差不多 在 一 周 之 后 , 当 再 次 运动 到 鞍点 附近 时 ( 见 图 
10-17 中 标 有 “ 秋 ” 的 位 置 ), 才 似乎 受到 一 个 强大 的 推力 ,突然 改变 方向 ,脱离 原来 
的 盘旋 运动 ,被 拉 到 强 湛 吸引 子 上 . 其 实 .这 个 现象 在 图 10-14 中 已 初 见 端倪 ,在 
LA | GO 曲线 两 个 向 下 的 尖峰 中 ,前 一 个 对 应 斑 图 共振 ,后 一 个 就 对 应 图 10-17 中 轨 
道 再 次 走 到 鞍点 附近 “ 才 "的 位 置 . 不 论 直接 模拟 波动 方程 (7- 47) ,还 是 将 波动 系统 
化 做 定 态 波 势 阱 中 的 耦合 振子 ,求解 方程 组 (9-11) ,结果 都 一 样 ,看 来 这 个 现象 不 
是 偶然 的 . 极 有 可 能 ,与 鞍点 碰撞 不 过 起 到 了 触发 激 变 的 作用 , 它 并 不 是 向 强 潮 激 
变 中 唯一 的 动力 学 事件 , 当 轨 道 再 次 经 过 鞍点 附近 时 ,必定 还 发 生 了 另 一 个 事件 ， 
后 一 个 事件 才 直 接 导 致 轨道 转向 .并 最 终 破坏 了 波动 的 空间 相干 性 . 那么 ,在 轨道 第 
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二 次 经 过 鞍点 附近 时 ,究竟 是 什么 力量 使 之 不 可 抗拒 地 离开 原来 的 吸引 子 ,突变 后 
的 吸引 子 又 为 什么 会 失去 空间 相干 性 呢 ? 

在 试图 回答 这 个 问题 时 我 们 又 遇 到 了 支配 原理 . 前 面 提 到 的 都 是 运动 时 间 行 
为 中 的 支配 原理 ,如 不 稳定 模式 支配 稳定 模式 、. 慢 变量 支配 快 变量 等 ,对 于 波动 系 
统 来 说 ,还 有 一 个 空间 行为 问题 . 以 空间 周期 上 的 波动 系统 为 例 , 它 有 不 同 尺度 的 
伟 里 叶 谐 波 ,4 二 L/E(k=1,2,…,N), 有 迹象 表明 ,最 长 波 的 主 模 式 (这 里 上 二 1) 与 
其 他 模式 不 可 等 量 齐 观 , 它 在 运动 中 表现 出 某 种 特殊 地 位 ,甚至 有 可 能 支配 其 他 模 
式 的 运动 . 

图 10-19 给 出 在 随 波 坐 标 系 中 扰动 波 主 振子 &《=1 暂 态 的 相 图 ,bp._1(r) 作 为 
wu-=i(z) 的 函数 ,02=0.65,e 一 0.22, 其 中 (a) 一 (d) 的 条 件 与 图 10-17(a) 一 (d) 的 分 别 完 
全 相同 ,符号 “于 ”也 分 别 对 应 同一 时 刻 . 几 张 图 中 的 共同 现象 是 , 当 图 10-17 (a) ~ 
Cd) HP BY uil 2r Bl iz oh £1 35 53" w "HT LER] 10-19(a) 一 (d) 中 这 些 轨 道 恰好 分 别 达 
到 一 个 驼峰 的 顶端 ;在 这 个 临界 时 间 之 前 ,振子 &=]1 的 幅 角 cci CO FEL xn 3G. 
围 内 混 汪 地 摆动 ,有 点 像 单 摆 的 摆动 相 , 当 越过 驼峰 顶点 以 后 , 随 着 振子 振幅 
b,-, (Cr) 突 然 增加 , 幅 角 ww- Cr) 的 变化 不 再 被 约束 在 2x 范围 内 (图 中 已 取 [ 一 rr 
的 主 值 ) ,并 且 在 此 后 的 运动 中 w-:(zr) 的 变化 也 不 时 超过 2x. 由 此 可 见 , 图 10-17 
中 轨道 突然 转向 与 幅 角 oa-1(7) 运 动 状态 出 现 突变 有 密切 关系 . 
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图 10-19 激 变 发 生前 后 &=1 主 振子 运动 的 相 图 
CRÉ UE ^b 5x 28.0 0.65.60. 22776) 


上 述 现 象 多 少 有 点 像 单 摆 位 相 运 动 的 状态 突变 ,在 临界 值 土 x 处 , 单 摆 幅 角 的 
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摆动 相 罕 变 为 转动 相 . 对 比 图 10-19 中 (a) 一 (d) 这 几 张 图 ,一 个 重要 现象 是 ,驼峰 
Tfi sa we" ABEST URB a=; 几乎 相等 ,对 20 d aie nee 到 的 平均 值 
Hd —1.53922— 2/2 EXER 28403. 9 6 .这 个 结果 有 力 地 支持 下 述 猜 想 :, 这 些 驼 蜂 
顶点 对 应 主 振子 k= 二 1 幅 角 运动 的 一 a MEI COL lac 时. 幅 角 作 混 
沌 摆动 ,一 旦 越过 这 个 临界 值 , 幅 角 运动 就 会 发 生 状 态 突变 . 

图 10-20 Æ E tk F k= 1 随时 间 的 演化 ,2=0.65,s 一 0. 22, 图 (a) 是 振幅 

-i Cr), RICD ÆA ei CO ,已 取 [ 一 xx 范围 内 的 主 值 . 初始 时 轨道 仍 从 鞍点 
a 图 中 两 个 箭头 分 别 指示 激 变 中 两 个 动力 学 事件 一 一 与 鞍点 碰撞 和 位 相 
Qi-1(7T) 的 状态 突变 发 生 的 临界 时 刻 . 由 图 可 见 , 激 变 前 振子 振幅 六 -,(r) 小 幅 
地 缓慢 变化 , 激 变 后 突然 变 为 大 幅度 剧烈 振荡 ;更 重要 的 是 ,在 第 二 个 事件 发 生 以 
后 ,qr-1《T) 的 变化 常常 穿越 2x. 表 现 为 无 规 摆动 和 旋转 的 一 种 混合 运动 状态 ;与 之 
相对 照 ,在 这 个 临界 时 刻 之 前 , 主 振子 的 位 相 a-i (7) 小 幅度 缓慢 变化 . 这 样 ,我 们 
有 理由 说 ,在 轨道 与 芒 点 碰 擅 后 ， ET E T E 
扰动 波 主 振子 的 幅 角 a- e SUCRE GB. 
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图 10-20 激 变 发 生前 后 扰动 波 主 振子 的 振幅 和 位 相 随 时 间 的 演化 
CBE IE AB PRR = 0. 65.2 = 0. 2277 e. :图 中 用 箭头 分 别 指示 了 在 激 变 过 程 中 两 个 动力 学 事件 
发 生 的 临界 时 刻 ) 


这 些 结果 充 分 说 明 , 弱 庙 吸引 子 轨道 与 对 点 碰撞 起 到 了 触发 激 变 的 作用 .但 它 

没有 直接 破坏 波动 的 空间 相干 性 , 却 引发 了 另 一 个 临界 动力 学 事件 ,在 这 一 继 发 事 

件 中 主 振子 位 相 的 运动 状态 发 生 了 突变 . 下面 将 进一步 说 明 , 正 是 这 第 二 个 临界 事 
件 直接 导致 了 空间 相干 性 的 破坏 ,引起 运动 出 现 强 潢 特征 . 

我 们 将 这 个 现象 归结 为 支配 原理 的 一 个 表现 有 充足 的 理由 吗 ” 空 间 大 尺度 模 
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式 是 否 真 的 支配 着 小 尺度 模式 的 运动 ? 一 些 迹 象 表明 ,回答 应 该 是 肯定 的 . 事实 
上 ,在 参数 变化 过 程 中 ,其 他 振子 并 非 没有 发 生 过 位 相 状 态 的 改变 ,如 在 激 变 前 有 
(lj RAL 振子 的 幅 角 就 已 从 摆动 变 为 转动 (参考 图 9-18) ,然而 整个 波动 状态 并 未 因 
此 有 什么 大 的 不 同 , 相 轨道 依然 循规蹈矩 地 在 高 维 环 上 周而复始 地 旋转 , 波 斑 图 空 
间 相 干 性 也 没有 因此 受到 破坏 ,看 不 出 这 些 振子 的 幅 角 从 摆动 到 转动 对 波 斑 图 有 
什么 特别 的 影响 ,而 主 振子 & 一 ]1 LAS Fe] AAA AR AS A — sr Za oe ORC HR. 

位 相 ax-1(7) 状 态 的 改变 何以 如 此 关键 ? 它 为 什么 会 造成 空间 相干 性 的 破坏 ? 
分 析 不 同 空间 尺度 分 波 的 运动 可 以 给 我 们 以 启发 . 这 里 鞍 型 波动 解 do CO BL A 
个 分 波 为 


boa (© = A,cos(k£ +), (10-17) 
扰动 波 88(§,7) 的 第 上 个 分 波 为 
dhe C6. 0) = b GO cos RE + ar(r)]. (10-18) 


图 10-21 为 给 定 Q 一 0. 65.60. 22 时 在 随 波 坐 标 系 中 二 1 分 波 的 运动 [计算 本 图 
和 图 10-22 时 58(&,7) 是 按 式 (10-9) 展 开 的 ], 其 中 鞍 型 分 波 解 95, CF VER 
表示 , 几 个 分 立时 刻 r 的 扰动 分 波 68.-1(&,r) 用 圆 点 线 表 示 , 图 (a) 为 激 变 尚未 发 生 
时 的 暂 态 ,此 时 884-1(&,7) 的 峰 被 束缚 在 加, (5 的 势 阱 之 中 ,幅度 变化 很 小 ,波峰 
位 置 移 动 也 不 大 ,平均 而 言 ,88.-1(&) 的 位 相 与 加 -1(8) 的 相反 ;图 (b) 是 激 变 后 的 
浙 近 态 ,684-1(&,7) 的 峰值 已 可 大 大 超过 $5, CO BL A S EE. HOT HIE BUE TTG 
同位 相 , 尤 为 重要 的 是 , 68- ez) 的 波峰 和 位 相 常 可 扫 过 [整个 2x 周期 . 

Q = 0.65, 2 0.22 
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图 10-21 激 变 发 生前 后 k= 1 扰动 分 波 的 束缚 -自由 转变 
((2—0. 65.c —0. 22>¢,) 
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让 我 们 将 扰动 分 波 类 比 为 一 个 粒子 ,重心 在 波峰 处 . 对 k=1 分 波 来 说 , 激 变 发 
生前 ,粒子 被 束缚 在 势 阱 中 作 小 幅 往返 运动 [在 图 10-7(b) 和 图 10- 8(b) 的 情形 下 
其 至 处 于 静止 状态 ]; 激 变 发 生 之 后 最 显著 变化 是 .粒子 相对 于 势 阱 变 得 自由 , 它 可 
LA BE ok A EAT FRR SL 在 这 个 意义 上 可 以 说 , 激 变 中 第 二 个 动力 
学 事件 是 &= 1 扰动 分 波 相 对 于 鞍 型 波 势 阱 出 现 了 “束缚 -自由 ”转变 37. 

其 他 & 关 1 的 分 波 没有 发 生 束缚 状态 的 改变 .图 10-22 分 别 给 出 & 王 2 扰动 分 
W Sbe- CE ORI PAY AE TA 如-;(&,7) 在 激 变 前 后 的 状态 ,参数 与 图 10-21 相同 . 
从 图 上 可 以 看 到 ， Aen Bt C ES (a) 1 S BE Sl (CO 1.84.7; C8 0 B B I c E 
都 分 别 被 限制 在 $7, . (8r) 的 两 个 阱 中 ,虽然 在 激 变 后 0$ Ce OD HE S OS E 
可 比 , 峰 的 位 置 却 很 少 移动 .另外 几 个 长 波 振子 的 行为 也 类 似 于 图 10-22 ,它们 在 空 
间 中 都 被 高 度 局 域 化 ,看 来 激 变 中 出 现 “ 束 缚 -自由 ”转变 的 只 有 主 振 子 《==1. 
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(a) 激 变 前 的 暂 态 
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(b) 激 变 后 的 终 态 


图 10-22 激 变 发 生前 后 4=2 扰动 分 波 8H, - 2 (8r) 的 运动 状态 
(2 一 0.65.e 一 0.22 ,符号 同 图 10-21) 


= 1 的 扰动 分 波 的 波峰 被 势 阱 约束 在 小 范围 内 往返 运动 时 , 它 与 其 他 k 关 1 
的 扰动 分 波 之 间 的 相对 位 相 只 能 在 很 小 范围 内 调节 ,这 严重 地 限制 了 主 振子 与 其 
他 振子 之 间 可 能 选择 的 能 量 交换 状态 ,结果 就 像 在 图 10- 4 中 激 变 前 相干 波动 的 情 
形 那 样 ,能 量 交换 主要 发 生 在 少数 几 个 长 波 振 子 之 间 ; 在 主 振子 出 现 “ 束 缚 - 目 由 ” 
转变 之 后 ,其 波峰 常常 可 横扫 整个 2 周期 ,这 最 大 限度 地 拓展 了 主 振子 分 波 与 其 
他 分 波 相 对 位 相 的 可 调 范 围 ,大 大 增加 了 它们 之 间 发 生 能 量 交换 的 机 会 . 由 此 可 以 
理解 为 什么 在 激 变 后 的 强 潢 状态 下 ,短波 模式 的 运动 变 得 如 此 活 牙 ,如 图 10-4 显 
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示 的 激 变 后 强 消 波动 的 情形 那样 ,在 很 宽 的 尺度 范围 内 出 现 了 正 向 和 首 向 级 联 的 
能 流 ,并 形成 如 图 10-3(b) 中 强 消 特有 的 宕 律 波谱 . 


10.4.2 对 称 性 突变 


在 双 阱 势 中 运动 的 粒子 有 对 称 性 质 不 同 的 两 个 状态 ,约束 在 左边 的 势 阱 中 ,或 
约束 在 右边 的 势 阱 中 . 如 果 粒 子 在 两 个 势 阱 之 间 来 回 跳跃 ,从 统计 上 说 ,粒子 的 运 
动 也 存在 对 称 性 不 同 的 两 个 状态 , 它 取决 于 粒子 进入 两 个 势 阱 概率 的 高 低 . 在 波动 
模型 (7-47) 中 .与 对 称 性 相关 的 因素 ,首先 是 外 驱动 波 esin(x 一 0Q21) ,在 实验 室 坐 标 
系 中 它 规定 了 一 个 优先 方向 .讨论 动力 学 问题 需要 沿 着 这 个 方向 相对 于 定 态 波 进 
行 ;其 次 是 非 线 性 因素 更 带 来 一 些 新 的 对 称 性 问题 ,如 在 第 八 章 中 曾 说 明 , 当 扰动 
MERE k 有 复 共 斩 本 征 值 时 ,根据 两 个 分 支 本 征 和 失 量 的 相对 强度 ,可 区 分 出 正 能 态 和 
fa EAS ,这 反映 了 线性 扰动 波 的 准 模 可 拥有 对 称 性 不 同 的 两 个 状态 . 无 论 是 鞍 结 点 
分 岔 还 是 Hopf 分 贫 ,在 它们 的 发 展 过 程 中 都 经 历 过 特征 准 模 的 能 态 改 变 . 显 示 不 
动 点 的 分 分 与 淮 模 对 称 性 质 的 改变 如 影 随 形 . 

作为 一 种 全 局 分 命 现象 , 激 变 是 硅 也 伴随 着 对 称 性 质 的 改变 ?如 果 答 案 是 肯 
定 的 , 它 将 采取 什么 样 的 形式 ” 全 局 分 岔 与 局 域 分 岔 的 主要 区 别 在 于 它 涉及 整个 
吸引 子 状 态 的 改变 ,如 果 也 有 对 称 性 问题 , 它 一 定 与 吸引 子 上 轨道 运动 的 整体 行为 
有 关 . 从 上 一 节 讨 论 已 经 知道 . 激 变 后 吸引 子 突然 膨胀 是 扰动 波 主 振子 在 势 阱 中 的 
运动 从 束缚 变 为 自由 引起 的 . 若 激 变 果 真 伴随 着 对 称 性 的 改变 ,最 大 的 可 能 是 发 生 
在 主 振子 & 一 1 E. 

在 讨论 复 模式 运动 时 ,如 不 关心 振幅 和 位 相等 细节 ,可 采用 模式 能 量 这 个 参 
i TERA ip RPA $0.0 —49 (6) +86 Er) .波动 模式 & 的 能 量 已 ,(r) 包 括 了 
3^5 7. 

(1) 定 态 波 解 p CO AY PRR A fE 


Eva = (1 — ak 0A;/4; (10-19) 
(2) 扰动 波 86$(&,7) 的 振子 与 定 态 波 解 如 (6) 的 模式 相互 作用 的 能 量 
SE! (r) = (1 — ak’) Aib, Cr) cosl — an CO ]/2: (10-20) 
(3) 扰动 波 88(&,7) 的 振子 自 能 
SE (rt) = (1 — ak’ bir) /4. (10-21) 


在 这 三 部 分 能 量 中 ,E,., 是 常数 ,不 随时 间 改 变 . 与 扰动 振子 运动 有 关 的 能 量 包 
括 两 部 分 ,其 中 自 能 8 成 () 是 正定 的 ,而 相互 作用 能 SE; (7) 则 可 正 可 负 . 依 赖 于 位 相 
É 0,—o, (7) 的 值 ,预料 这 个 量 可 以 提供 关于 扰动 波 在 势 阱 中 运动 对 称 性 质 的 信息 . 

图 10-23 是 激 变 前 主 振子 5p.-1(&,7) 在 渐 近 状态 下 的 相 图 ,0 二 0. 65,e 的 值 分 
别 为 图 (a) 0, 18. 图 (b) 0. 19. FE] COO. 0. 20, 横 坐标 是 相互 作用 能 Ei_,(7), 纵 坐标 
是 自 能 SES_,(r) , 实 线 表示 扰动 振子 &= 1 的 运动 轨道 .鞍点 位 于 原点 , 它 的 稳定 和 
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不 稳定 轨道 分 别 用 小 圆圈 连 线 和 虚线 表示 . 一 个 非常 明显 的 现象 是 ,389-1(8,7) 的 运 
动 在 左右 两 边 是 不 对 称 的 ,平均 而 言 , 当 轨道 运行 到 SEL <0 的 左边 时 振子 有 
更 大 的 自 能 OES, Co) AV TL PE FAME [BEL CO | 有 趣 的 是 , 随 着 参数 逐渐 趋 近 激 变 
的 临界 点 ee. :从 图 (a) 到 (c) 轨 道 运动 在 统计 意义 上 变 得 越 来 越 对 称 , 振 子 能 量 
在 左边 不 再 占有 明显 优势 
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图 10-23 ”参数 s 趋 近 激 变 的 临界 点 se, E DES UE A=] 主 振子 渐 近 运 动 对称 性 的 变化 


( 随 波 坐 标 系 .Q 一 0.65). 


图 10-24 中 CQ=0.65,e 一 0.22>>e ,已 越过 激 变 发 生 的 临界 参数 值 , 实 线 表示 
ERT 36._;(&,7) 的 暂 态 [图 (a)]. 终 态 轨道 [图 (b)1, 其 他 符号 同 图 10-23. 由 图 可 
见 ,在 暂 态 中 轨道 徘徊 在 鞍点 附近 ,左右 两 边 强度 可 比 ,而 在 激 变 过 后 的 终 态 中 , 轨 
道 运动 变 得 异常 失衡 ,平均 而 言 ,在 SE!_,(r)> 之 0 的 右 半边 ,振子 自 能 SE LCORI 
相互 作用 能 SE_,(r) 比 在 左边 时 大 得 多 . 鞍点 的 稳定 轨道 (小 圆圈 连 线 ) 就 好 像 一 
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个 无 限 高 的 势 又 将 吸引 子 轨道 束缚 在 其 中 ,十 分 醒目 . 其 实 , 笔 者 在 做 图 10-23 和 
10-24 时 ,原本 并 没有 画 出 鞍点 轨道 ,后 注意 到 吸引 子 轨道 似乎 总 是 被 一 条 抛物 线 
反弹 , 像 是 粒子 在 无 限 深 势 阱 中 运动 , 遂 试 探 将 鞍点 的 稳定 和 不 稳定 轨道 给 出 , 才 
发 现 正 是 鞍点 的 两 条 稳定 轨道 提供 了 约束 扰动 振子 运动 的 势 又 . 


Q= 0.6% e- 0.22. 
Bay 


0 i. ue ii 1 ， ， ， 
—0.015 -0.010 —0.005 0 0.005 0010 0015 


Of l(t 
(a) 暂 态 轨 道 


图 10-24 参数 e 越 过 激 变 临界 点 e. DL k=l 主 振子 运动 对 称 性 的 突变 
( 随 波 坐 标 系 ,0 二 0, 65,6— 0. 227» e). 


从 图 10-23 和 10-24 可 以 很 明显 地 看 出 , 激 变 前 后 主 振子 运动 的 对 称 性 质 发 生 
了 临界 改变 ,为 进一步 分 析 , 有 必要 对 吸引 子 的 这 一 行为 作 一 个 定量 刻画 . 在 统计 
物理 中 ,常用 序 参量 (order parameter) 来 描写 临界 现象 ” ,考虑 到 这 里 运动 的 对 


称 性 取决 于 主 振子 的 相互 作用 能 SE!_，(r) 在 左右 两 半 平面 运动 的 统计 行为 ,可 定 
义 序 参量 ”如 下 


S = (GEL GOD" + GEL (0)™. (10-22) 
式 中 
(BEL GO" = È ; D Ei ar, 
Dar 
(8E, (7)) = T DUBE Ar. (10-23) 


E SE 0 


这 里 Ar 是 数值 计算 中 的 时 间 步 长 , 求 和 的 下 标 表示 仅 当 8E; CO 220 COO EE IETT 
而 T. CO XR Sul fe dE, >0(<0) 区 域 中 经 过 的 总 时 间 . 这 样 , 序 参量 S<0( 或 之 0) 
表示 主 振子 ==1 的 扰动 分 波 与 定 态 分 波 势 阱 之 间 有 更 强 的 负 ( 或 正 ) 相 互 作用 能 

图 10-25(a) 是 序 参量 S 随 e 的 变化 .在 激 变 的 临界 参数 (e.*0. 20) 前 ,S 从 负 
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方向 单调 地 趋 于 0, 而 在 越过 临界 参数 e. 后 ,S E PREK TE — 4g BA BU GE BL x 
说 明 激 变 的 确 造 成 了 扰动 波 主 振子 运动 对 称 性 的 突变 . 注意 在 ee. 时 05- (&,7) 
的 振动 幅度 并 不 趋 于 0. 如 在 图 10-23(c) 中 。 已 经 非常 接近 e. ,那里 主 振 子 的 相互 
作用 能 8E, (rz) 相 对 于 鞍点 混沌 地 左右 摆动 .只 是 摆动 能 量 在 统计 上 趋 于 完全 对 
称 , 才 造成 了 序 参 量 SO. 作为 对 比 ,在 图 10-25 GO rP XE BL HET" 3: D T RUE H9 Ei BE 
(5E4-1) ,用 "表示 , 它 在 临界 点 e 处 并 不 趋 于 0, 虽然 在 激 变 后 这 个 量 也 出 现 突变 . 


ee 
B 
ae 


图 10-25 在 激 变 临界 点 前 后 序 参量 S 的 行为 
(Q=0, 65) 
DA Ei ZR 32 TAB AE mp Se CAE a BS ae S 出 现 了 不 连续 改变 , 它 有 
一 级 相 变 的 特征 . 与 其 他 临界 现象 一 样 ,S 在 趋 近 临界 点 e. 时 显示 了 一 定 的 标 度 规 
律 ,图 10-25(b) 给 出 了 1S| 随 |s 一 s、 的 变化 (图 中 用 ”。 ”表示 ). 它 遵循 寄 律 1S1 一 
js 一 sj?. 拟 合 得 到 临界 指数 7 约 为 0. 85. 
作为 比较 ,还 计算 了 扰动 波 主 振子 的 相互 作用 能 SEL. (7) 沿 轨道 的 简单 平均 
GELDT = 4, P SEL CO Ar. (10-24) 


求 和 沿 轨 道 连续 进行 ,没有 区 分 SE'_, 的 正 负 值 .T 是 轨道 运行 总 时 间 . 图 10-25 (b) 
"agii 8 T ISIRIL(OE, COD 1BfB e 的 变化 .分 别 用 " UTRIUS TE e 
e. 时 ,| (GEL COOT |] BRA thw) (HR Uy S i S 那样 有 趋向 0 的 趋势 . 

Xp RAL 的 几 个 振子 作 类 似 的 计算 ,没有 发 现 它们 的 对 称 性 在 激 变 前 后 出 现 改 
变 . 图 10-26 是 振子 k=? 的 结果 ,图 (a) 为 激 变 前 ,图 (b) 为 激 变 后 ,符号 的 意义 与 
图 10-23 的 相同 ,无 论 在 激 变 前 还 是 在 激 变 后 ,吸引 子 轨道 主要 都 集中 在 左 半 边 ， 
它们 的 混沌 程度 有 所 差异 ,对称 性 却 没有 改变 . 
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图 10-26 激 变 发 生前 后 扰动 波 &=2 振子 的 运动 
CERTE AR RA 0-0. 65,c=0. 22>>e. ,符号 同 图 10-23) 


图 10-27 是 发 生 激 变 的 临界 点 前 ,2 一 0.65,e 一 0. 19 ,混沌 运动 的 相互 作用 能 


5E; C7) 的 概率 分 布 ,图 (a) ~(d) 分 别 是 振子 k= 二 1~4 的 结果 ,所 有 这 几 个 振子 都 有 
更 大 的 概率 出 现 SEL CO <0. 

| (a) k=1 Q- 005.e-0.19 

"i 

91r 

0 i 

-0.02 -0.01 0.01 0.02 

0.4 

(c) k=3 ! 
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K AN 

图 10-27 激 变 临界 点 前 扰动 振子 在 渐 近 态 下 相互 作用 能 SE, (r) 的 分 布 
( 随 波 坐 标 系 ,一 0. 65,e 一 0. 19<e,) 
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图 10-28 和 图 10-29 中 参数 已 越过 临界 点 ,0 二 0. 65.60. 22. B (a) ~ Cd) 4 SI 
是 振子 二 1~+ 的 结果 ,情况 与 激 变 前 有 很 大 的 不 同 . 图 10-28 是 暂 态 : 其 中 图 (a) 
主 振子 二 1 的 相互 作用 能 的 值 非常 小 ,并 且 在 左右 随 边 的 分 布 比较 对 称 ; 而 图 (b) 
~(D PRA 备 振子 仍 有 更 大 的 概率 取 SE; GO «0 的 值 . 
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图 10-28 参数 越过 激 变 临界 点 e 后 扰动 振子 处 于 暂 态 时 相互 作用 能 OE, CO BO 21 T8 
(RATE 4e 5x AR .Q=0. 65,e=0. 22776) 


图 10-29 是 渐 近 态 , 这 时 所 有 振子 的 相互 作用 能 SE4(z) 都 有 更 宽 的 分 布 ,更 为 
不 寻常 的 变化 是 ,图 (a) 中 主 振子 相互 作用 能 分 布 的 主峰 移 向 SELL, CO 0 的 右 
边 ,而 其 他 振子 的 主峰 仍 在 左边 . 这 些 结果 都 说 明 , 在 激 变 中 ,只 有 主 振子 的 对 称 性 
质 出 现 了 统计 意义 上 的 改变 . 


10.4.3 强 满 状 态 下 耦合 振子 的 时 空 同步 


在 流体 力学 中 , 场 量 的 空间 相关 函数 是 常用 的 一 个 参量 ,如 一 维 流体 在 两 个 空 
间 点 ror EE Or OM OC 0 之 间 的 相关 函数 定义 为 
CGr — x 0 = OG — 9G DD, (10-25) 
尖 括 号 表示 系 综 平均 ,如 果 有 CCo a | 99) 0. BIB ER 255 eA E- 85365 3l C. 
不 存在 相关 ,就 认为 系统 处 于 满 流 状态 . 不 过 问题 是 ,自然 界 有 大 量 实 际 系统 有 周 
期 边界 ,如 星球 ,在 利用 空间 相关 函数 来 描写 它们 的 表面 流体 应 流 时 ,参考 点 沿 赤 
道 移动 ,旋转 一 周 后 将 回 到 其 出 发 点 ,函数 C(z 一 二 ) 变 成 了 场 量 的 自 相关 . 
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图 10-29 参数 越过 激 变 临界 点 e 后 扰动 振子 在 渐 近 态 下 相互 作用 能 SEL CO B9 Hi 
( 随 波 坐 标 系 ,2 一 0.65. e50, 22>>e,) 


采用 空间 相关 函数 (10-25) ,是 将 流体 看 做 由 流体 元 组 成 ,它们 的 相互 作用 引 
起 流体 的 集体 运动 ,这 是 一 种 物质 构成 的 粒子 观点 . 另 一 种 观点 是 把 物质 看 做 场 ， 
一 个 场 量 由 各 种 尺度 的 谐 波 组 成 ,每 个 谐 波 都 是 广 延 量 ,集体 运动 中 的 关联 发 生 在 
不 同 尺度 的 谐 波 之 间 , 如 第 九 章 开 始 时 在 随 波 坐 标 系 中 将 波动 $(&,7) 分 解 为 一 组 
48 Hi n 43 (9. CO 9 ,发 现 对 于 空间 有 规 的 波动 ,这 些 分 波 的 轨道 严格 地 维系 在 折 
扑 环 上 ,实现 了 异常 和 谐 完 美的 相同 步 状态 ;后 来 又 将 波动 上 ge,r) 看 做 是 定 态 波 势 
阱 中 的 扰动 波 ,$(8,7) 二 各 (Do 88(G. 0. Kit OBE 68(&,75) 都 包含 了 各 种 尺 
度 的 分 波 ,扰动 分 波 在 与 势 阱 作用 的 同时 ,相互 之 间 还 出 现 模 - 模 耦 合 . 本 章 讨 论 向 
强 测 的 激 变 时 采用 的 也 是 后 一 个 分 析 方 法 ,这 两 种 方法 都 将 波动 看 做 是 一 个 场 . 按 
照 场 的 观点 , 强 满 流 的 动力 学 标志 不 在 于 组 成 它 的 流体 元 之 间 相 关 如 何 之 弱 , 而 在 
于 其 不 同 尺度 的 运动 之 间 的 相关 方式 与 其 他 波动 状态 相 比 有 何 特异 之 处 . 我 们 将 
看 到 ,与 人 们 的 直觉 相反 EI m RA F ,不同 尺度 的 扰动 振子 在 鞍 型 定 态 波 势 阱 
中 运动 时 不 仅 可 能 出 现 相 关 ,而 且 有 时 相关 还 异常 强烈 ， 

在 观察 强 庙 演化 曲线 时 ,有 一 个 现象 一 直 令 人 费解 ,无 论 是 流体 .等 离子 体 庙 
流 还 是 脑 电波 信号 ,无 论 是 实验 观测 还 是 理论 计算 ,在 极其 无 规 的 演化 曲线 中 , 总 
会 看 到 一 些 与 众 不 同 的 尖峰 ,它们 反复 地 出 现 , 突 天 于 低 幅 高 频 振荡 之 间 . 在 漂移 
波 模 型 (7-47) 运 动 出 现 激 变 后 的 波 能 E(r) 演 化 曲线 中 ,也 观察 到 这 些 似乎 是 随机 
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出 现 的 、 宽 而 高 的 尖峰 ,如 图 10-30(a) 中 看 到 的 那样 . 是 什么 原因 使 这 样 的 尖峰 一 
而 再、 再 而 三 地 出 现 呢 ?” 波 能 (4) 是 一 个 全 空间 的 积分 量 . 在 某 一 时 刻 , 只 有 波动 
gz 在 整个 空间 周期 都 受到 了 较 强 的 激发 ,或 者 说 ,不 同 尺 度 的 分 波 都 同时 获得 
激发 ,积分 量 才能 达到 特别 高 的 值 , 这 是 一 种 所 谓 的 时 空间 步 (spatiotemporal syn- 
chronization) 现象. 


; mm i M. M m i Wi Ah 
i 4 ; MN T | | I m u AW 


nx Ye — — duin all ail 1 


rr 


(d) 扰动 模式 人 = 1 上 的 位 相差 
图 10-30 强 滑 状 态 下 扰动 振子 位 相 阵 发 出 现 的 非 完美 相同 步 

( 随 波 坐 标 系 ,D 一 0. 65 «e — 0, 22>>e ,图 中 "on" 指 示 非 完美 相同 步 的 运动 相 ,…off" 指 示 位 相 失 
谐 的 运动 相 ) 

作为 时 空 同 步 的 一 个 直观 例子 ,可 举 大 脑 的 认 知 过 程 . 菲 夷 所 思 的 是 ,正常 人 
在 清醒 状态 下 的 脑 电波 就 像 注 流 信号 那样 无 序 , 癫 靖 病 人 的 脑 电波 反而 近似 周期 
Het. 传统 上 关于 大 脑 的 认 知 理论 把 大 脑 看 成 一 个 拥有 大 量 存储 单元 的 计算 
机 ,认为 识别 一 个 事物 是 通过 大 脑 中 一 个 可 辨别 它 的 细胞 来 实现 的 ,例如 识别 自己 
的 祖母 ,就 要 调用 储存 祖母 信息 的 细胞 . 关于 大 脑 功 能 的 协同 学 理论 (synergetic 
approach) 却 认为 , 认 知 是 一 个 非 定 域 的 活动 ,识别 事物 是 脑 细 胞 网 络 自 组 织 集体 
活动 的 结果 ,关于 脑 活动 的 这 一 理论 类 似 于 物理 学 中 的 场 论 “ .有 比喻 称 ,与 其 说 
大 脑 像 一 台 计 算 机 , 姓 宁 说 它 更 像 是 一 支 交 响 乐 队 , 各 种 旋律 相互 配合 才能 形成 一 
曲 动听 的 乐曲 . 
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大 脑 功能 的 后 一 理论 得 到 了 实验 的 支持 ,特别 是 脑 磁 图 显示 认 知 过 程 与 整个 
大 脑 神经 活动 的 时 空间 步 有 关 . 实验 表明 ,在 认 知 过 程 中 大 脑 的 大 片 相 关 区 域 都 处 
于 兴奋 状态 ,空间 相干 范围 惊人 地 大 ,大 部 分 运动 皮层 和 感觉 皮层 都 参与 了 . 若 将 
特定 时 刻 大 脑 的 磁场 分 布 分 解 为 相互 正 交 的 模式 ,发现 长 波 模式 非常 活跃 , 几 个 最 
长 波 空间 模式 在 圆 画 上 投影 的 明亮 区 看 起 来 有 球 对称 函 数 空间 模式 的 图 样 , 对 于 


球 谐 函 数 , 它 的 ww 一 1.2,3,4,… 模 式 (固定 谐 波 的 男 一 参数 DPB UR — F 
形 .十 字形 .六 枝 雪 花形 和 米 字形 等 花样 , 脑 磁 图 的 几 个 长 波 模 式 ,花样 也 分 别 与 之 


大 体 相同 *“ . 这 说 明 在 认 知 过 程 中 , 几 个 不 同 空间 尺度 的 长 波 模式 同时 获得 了 激 
发 ,这 是 典型 的 时 空 同 步 现象 . 人 们 常 说 :“ 脑 子 一 亮 , 主 意 有 了 ”, 也 许 这 就 是 人 人 们 
对 认 知 过 程 中 大 脑 出 现时 空 同步 激发 的 一 个 直观 感受 . 

在 行 波 情 形 下 ,要 形成 时 空 同 步 , 各 个 分 波 不 仅 要 在 同一 时 刻 达 到 振幅 高 峰 ， 
而 且 位 相 要 匹配 得 当 , 各 分 波 的 波峰 波 谷 才 不 致 于 互相 抵消 ,从 而 形成 在 整个 空间 
上 的 同步 激发 . 下 面 我 们 将 说 明 ,在 模型 (7- 47) 的 强 淇 状态 下 ,不 仪 可 以 形成 这 样 
的 时 空 同步 状态 ,而 且 它 反复 地 出 现 .虽然 每 一 次 时 空间 步 经 历 的 时 间 都 很 短暂 . 

为 观察 这 样 的 阵 发 时 空 同 步 现象 , 仍 要 在 随 波 坐 标 系 中 将 非 线 性 波 看 做 是 和 鞍 
型 波 加 COSE IRR CT GO «a CO } ,同步 就 出 现在 这 些 振子 之 间 . 图 
10-30 给 出 Q=0. 65. — 0. 22 激 变 后 强 湛 状态 下 的 运动 ,图 (a) 是 扰动 波 能 量 
5E(z) 随 时 间 的 变化 , 它 与 波 能 EE(r) 只 相差 一 个 常数 ,图 (b) 一 (d) 分 别 是 扰动 振子 
k=2.,3,4 SRF k= 1 的 位 相差 Aan Cr) =a Cr) — a, (rz) 的 演化 ,已 取 主 值 , 其 中 
Aoi; 的 值 移动 了 r, 以 便于 与 后 面 图 10-32(b) 对 比 .在 图 10-30(a) 中 可 见 ,8E(r) 的 
演化 曲线 不 时 出 现 宽 而 高 的 尖峰 ,在 两 个 尖峰 之 间 ,能 量 在 较 低 水 平 上 快速 振荡 ; 
将 图 (a) 中 SE(z) 的 曲线 与 图 (b) 一 (d) 中 位 相差 Aau (7) 曲线 放 在 一 起 观察 ,一 个 
显而易见 的 现象 是 ,对 应 6E(r) 的 每 一 个 突 无 尖峰 ,位 相差 Ao, (7) 都 在 非常 小 的 范 
围 内 调整 ,说 明 在 相应 时 间 内 这 几 个 长 波 振 子 大 致 同步 ;与 此 相对 照 , 在 能 量 处 于 相 
邻 突 无 尖峰 之 间 在 低 水 平 上 振荡 时 ,Ax (7) 的 变化 范围 要 大 得 多 ,常常 超过 ex. 

图 10-31 是 位 相差 Aas (r) 的 演化 ,没有 取 主 值 , 曲 线 呈 阶梯 状 变化 ,显示 了 长 
短 不 一 的 平台 ,在 每 个 平台 上 位 相差 ^os (rz) 有 涨 落 ,说 明 振 子 & 一 2,3 的 位 相间 有 
同步 但 不 尽 完美 ;而 在 两 个 平台 之 间 位 相差 大 幅 增 加 ,两 个 振子 的 位 相间 出 现 了 请 
移 . 几 个 长 波 振子 同 的 位 相差 在 未 取 主 值 时 都 有 类 似 图 10-31 的 阶梯 形 曲 线 , 而 且 
不 同 振子 间 的 位 相差 出 现 平台 的 时 间 一 致 ,对 应 波 能 图 10-30(Ca) 中 那些 突 元 的 能 
BRIE, 

我 们 称 图 10-30 或 图 10-31 中 的 现象 为 开关 集体 非 完 美 相 同步 (on-off collec- 
tive imperfect phase synchronization) ^. ,如 图 10-31 中 那些 平台 就 处 于 集体 相同 
步 的 开 态 (on) ,位 相 滑 移 发 生 在 同步 的 关 态 (off) : 在 关 态 中 这 些 振子 不 断 调 整 它 
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图 10-31 扰动 振子 &=2.3 之 间 的 位 相差 Aa (没有 取 主 值 ) 随 时 间 的 演化 
CEf dS ^b BR AR N= 0. 65,e= 0, 22) 


们 的 振幅 和 位 相 , 直 到 下 一 次 成 功 地 实现 非 完 美 相同 步 的 开 态 ; 在 开 态 中 ,不 仅 几 
个 扰动 波 振 子 的 位 相 调 整 到 了 非 完 美的 同步 ,它们 的 振幅 也 几乎 同时 达到 极 大 . 

这 个 现象 见 图 10-32( 也 可 参见 彩 图 10-320 ,参数 同 图 10-30, 其 中 图 (a) 为 扰动 
波 能 量 SECO ,图 (b) 扰 动 振子 位 相 as(r) (二 1,2) 和 图 (c) 扰 动 振子 振幅 (7r) (k= 
1,2,3) ,其 中 位 相 已 取 主 值 . 如 果 单 独 看 每 一 条 曲线 ,无 论 是 位 相 还 是 振幅 ,它们 都 
显得 高 度 无 序 , 但 放 在 一 起 观察 ,就 会 发 现 这 些 振子 其 实 是 在 不 断 地 调节 它们 的 状 
态 以 实现 瞬间 的 位 相 和 振幅 的 同步 . 

第 五 章 曾 介绍 了 洛 伦 兹 系统 中 的 非 完美 相同 步 . 在 图 5-18 中 .两 个 洛 伦 兹 振 
子 的 位 相差 可 以 在 相当 长 的 一 段 时 间 内 维持 在 2x 范围 内 无 序 振荡 .在 突然 出 现 位 
相 滑 移 之 后 ,很 快 又 在 新 的 水 平 上 重新 建立 起 非 完 美的 同步 . 与 图 5-18 相 比 ,在 系 
统 (7-47) 中 同步 开 态 维 持 的 时 间 要 短 得 多 ,两 次 同步 之 间 的 相 滑 阶段 却 很 长 . 这 是 
因为 该 系统 有 大 量 自由 度 , 虽 然 每 次 实现 同步 的 只 有 少数 几 个 长 波 振子 , 却 总 是 需 
要 所 有 振子 参与 调节 . 此 外 ,在 这 个 模型 中 ,在 振子 位 相 达 到 同步 的 同时 , 几 个 振子 
的 振幅 也 达到 极 大 . 除了 这 些 特点 之 外 ,系统 (7- 47) 中 的 非 完 美 相 同步 与 洛 伦 兹 系 
统 的 并 无 实质 区 别 . 

文 [139 ] 指 出 , 艇 在 洛 伦 效 吸引 子 中 有 一 个 蒜 点 ,与 之 相关 ,系统 有 一 个 无 穷 长 
的 特征 时 间 尺 度 , 这 是 相同 步 不 能 完美 的 内 在 动力 学 原因 . 类 比 系 统 (7-47) 的 情 
形 , 想 在 强 满 吸引 子 中 也 有 一 个 鞍点 .在 随 波 坐 标 系 中 对 应 的 本 征 频率 等 于 0. 换 
句 话 说 ,系统 也 有 一 个 无 穷 长 的 特征 时 间 尺 度 , 这 是 造成 强 满 中 相同 步 非 完 美的 

不 过 ,鞍点 的 存在 并 不 构成 出 现 非 完 美 相 同步 的 充分 条 件 , 无 论 是 党 伦 兹 系统 
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{a) 扰动 波 能 量 的 演化 
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(e) 振子 振幅 的 演化 
图 10-32 强 油状 态 下 扰动 振子 间 的 阵 发 非 完 美 相 同步 
( 随 波 坐 标 系 ,参数 同 图 10-30) 


(5-42) 达 是 非 线 性 波动 系统 (7- 47) 都 是 如 此 . 在 后 一 系统 中 . 激 变 前 的 混沌 吸引 子 
也 与 鞍点 共存 ,但 此 时 所 有 振子 都 被 束缚 在 相应 的 鞍 型 定 态 分 波 势 阱 中 ,如 在 图 
10-21(a) 中 看 到 的 那样 :扰动 分 波 的 波峰 在 两 个 势 垒 之 间 小 幅 摆 动 . 不 同 分 波 的 位 
相差 只 能 在 很 小 范围 内 调 记 ， 在 这 样 的 条 件 下 振子 间 建 立 起 的 是 一 种 学 美的 深 骆 
相同 步 状态 ; 激 变 后 相同 步 之 所 以 从 完美 变 得 非 完 美 , 最 长 波 振 子 由 束缚 变 得 自由 
一 作用 不 可 或 缺 ,此 时 它 的 位 相 s GAMES 2r 范围 ,与 其 他 振子 
间 的 位 相差 也 允许 在 大 得 多 的 范围 内 调节 ,如 此 它们 才 有 条 件 建立 起 新 的 集体 运 
动 方 式 一 一 非 完美 相同 步 ,这 是 几 个 长 波 模 式 阵 发 地 在 时 间 和 空间 上 同时 调整 到 
的 同步 态 ,一 种 比 时 间 上 同步 更 高 一 层次 的 同步 方式 . 
注意 到 图 10-30(b) 一 (d) , 当 其 处 于 相同 步 的 开 态 时 ,振子 位 相 we 总 是 处 于 0 
或 «附近 ,这 人 允许 我 们 定义 函数 


Cr) = [Toss co (10-26) 


来 描写 M 个 振子 位 相 之 间 的 相关 -255 . 图 10-33(a) 是 扰动 波 能 量 SE CO ,图 (b) 和 
(c) 是 长 波 振子 之 间 的 位 相 相 关 《1C*(r)1), 尖 括号 表示 对 系统 的 特征 周期 (如 驱动 
周期 2x/Q) 取 平均 . 其 中 图 (b) 是 4 个 长 波 振子 的 位 相 相 关 渔 数 .比较 图 (a) 和 (b) 
可 以 看 到 ,在 对 应 8E(r) 那 些 突 无 尖峰 的 位 置 上 , 《1C'(r)1) 都 出 现 了 很 高 的 蜂 ,在 
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两 个 高 峰之 间 ,8E(7) 曲 线 还 出 现 了 一 些小 尖峰 ,在 相应 位 置 上 曲线 (1C'(r) |) 也 有 
小 尖峰 ;图 (c) 中 是 5 个 长 波 振 子 的 相关 函数 (|1C (rz)|1), 仍 可 见 明显 的 同步 态 尖 
峰 , 只 是 峰 高 较 图 (b) 中 的 低 得 多 ,这 说 明 非 完 美 同步 主要 发 生 在 几 个 长 波 振子 之 
间 . 一 般 地 说 ,每 一 次 同步 的 阵 发 ,参与 的 振子 数目 不 尽 相 同 , 当 有 更 多 振子 参与 
时 ,总 波 能 通常 会 冲 得 更 高 . 
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激 变 后 的 阵 发 同步 尽管 不 如 激 变 前 的 同步 态 显得 完美 , 它 却 能 在 实现 位 相同 
步 的 同时 实现 振子 振幅 同步 地 达到 极 大 ,振子 的 自 能 因此 得 以 有 效 地 和 加 起 来 ,如 
图 10-32(c) 所 示 . 实际 上 , 除 自 能 8 本 (rz) 外 .扰动 振子 能 量 SE.(r) 还 包括 它 与 定 态 
波 势 阱 的 相互 作用 能 SE, CO ,依赖 于 振子 与 定 态 波 势 阱 的 相对 人 位相, 相互 作 用 能 
8E!l(z) 的 值 可 正 可 负 . 如 果 把 扰动 振子 看 做 是 在 势 阱 中 运动 的 粒子 ,5Es (7z) 是 粒子 
的 动能 ,5Ei(z) 是 势能 ,在 非 完美 相同 步 的 开 态 ,参与 同步 的 振子 不 仅 将 它们 的 动 
能 几乎 同时 调 到 极 大 ,还 调节 各 自在 势 阱 中 的 位 置 ,使 得 总 能 量 尽 可 能 达到 更 高 ， 
这 充分 显示 出 非 线 性 耦合 振子 系统 有 多 么 非凡 的 自 组 织 能 力 . 

在 强 测 中 波 能 的 尖峰 看 似 随 机 地 出 现 ,实则 遵循 一 定 的 统计 规律 . 直接 从 波 能 
的 时 间 演 化 8E(r) 寻 找 这 个 规律 并 不 容易 ,因为 曲线 涨 落 太 大 ,难以 设 定 一 个 恰当 
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给 我 们 提供 了 一 个 途径 来 计算 系统 在 强 满 状态 下 的 某 些 统计 行为 . 图 10-34 是 用 这 
个 方法 计算 的 同步 关 态 持续 时 间 为 m 出现 的 概率 POCO ,参数 与 图 10-30 的 相同 ， 
国 值 设 定 为 0.05. 在 双 对 数 图 上 ,数据 点 在 很 宽 一 个 范围 内 呈 线 性 变化 ,这 表明 概 
F Po RS ci 改变 遵循 宕 律 ,P(r)~r ,图 中 直线 是 拟 合 结果 , 它 给 出 o1. 34. 
计算 中 也 设 定 过 不 同 的 阔 值 ,都 得 到 了 很 宽 的 寡 律 区 ,结果 的 指数 8 略 有 差别 . 
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图 10-34 ”扰动 振子 非 完 美 相 同步 的 关 态 持续 时 间 为 rm. 出 现 的 概率 Pe) 
((2— 0. 65,650, 22) 


由 此 可 见 , 激 变 后 波 班 图 表现 出 来 的 波 碎 状态 ,原来 是 一 种 特殊 相同 步 态 , 在 
激 变 前 空间 相 于 波动 中 ,扰动 波 振 子 形 成 了 泛 孔 相同 步 ,此 时 运动 轨道 缠绕 在 高 维 
不 变 环 上 ,它们 的 振幅 一 般 不 会 同时 达到 极 大 ,振子 行为 显得 迟缓 而 条 渍 ;在 激 变 
后 的 强 潮 状 态 下 ,振子 充满 了 活性 ,它们 之 间 不 时 地 建立 起 密切 的 合作 关系 ,激发 
出 其 他 波动 状态 下 从 未 能 达到 的 能 量 高 度 , 这 也 许 正 是 大 自然 选择 消 性 脑 电波 进 
行 思考 的 原因 所 在 吧 !1 


10.4.4 ”鞍点 轨道 和 混沌 鞍 


EX TE H5 [8] FP B] RR ex, , 除 与 吸引 子 碰撞 可 引发 激 变 外 , 它 对 常态 下 运动 轨道 的 
影响 也 不 可 忽视 ,这 种 影响 可 通过 鞍点 轨道 实现 . 节 10.2 已 指出 ,鞍点 的 不 稳定 和 
稳定 轨道 分 别 对 应 线性 扰动 振子 的 两 组 常数 位 相 值 {at'*} 和 {as'*), 所 以 鞍点 轨道 
对 非 线 性 波动 的 影响 在 很 大 程度 上 也 与 扰动 波 58(8,r) 各 振子 在 逻 型 定 态 波 势 阱 
$; GO FP AR BEAT ALAH {ore (zr)} 有 关 , 如 果 这 些 振子 的 位 相 恰 好 处 于 鞍点 轨道 对 应 的 
位 相 附 近 , 同 时 它们 的 振幅 又 十 分 小 ,那么 在 这 一 时 刻 吸 引子 上 的 轨道 就 非常 接近 
Boa. ER AR LG RO Ga E UIS Re) al ds al. 
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图 10-35 是 Q=0. 65 激 变 发 生 的 临界 点 前 e 二 0.17[ 图 (a)] 和 二 0.19[ 图 (b)] 
时 的 渐 近 轨道 ,图 中 画 的 是 扰动 波 主 振子 振幅 的 增长 率 dd, 1 /de 随 位 相差 A,-, = 
arsi CT) 一 -1 的 变化 ,图 中 竖 直 实 线 和 虚线 分 别 指示 了 位 相差 等 于 ui 一 -1 和 
o, 一 -1 的 位 置 , 即 鞍 点 的 不 稳定 和 稳定 轨道 对 应 的 位 相 在 鞍 型 定 态 波 势 阱 中 的 
位 置 . 为 方便 叙述 ,下 面 我 们 略 去 “位 相 ” 二 字 , 称 实 线 和 虚线 指示 的 是 鞍点 的 轨道 
在 势 阱 中 的 位 置 . 由 图 可 见 , 激 变 前 振子 运动 被 约束 在 两 条 不 稳定 轨道 之 间 , 吸 引 
子 的 蝶 形 轨道 正 反 映 了 鞍点 的 稳定 和 不 稳定 轨道 的 影响 . 


Q=0.65! 
£50417; 


A, 
(b) €= 0.19 


图 10-35 EE d E RHR &—1 主 振子 的 渐 近 运动 
{ 随 波 坐 标 系 ,0 二 0. 65) 


图 10-36 是 激 变 后 的 情形 .0 二 0. 65 ,ce 二 0. 22, 各 符号 与 图 10-35 相同 ,图 Ca) 和 
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图 10-36 ”参数 越过 激 变 临 界 点 后 扰动 波 &—1 主 振子 的 渐 近 运动 
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(b) 是 相继 两 个 时 段 的 结果 ,图 (c) 和 (d) 分 别 是 图 (a) 和 (b) 的 时 间 平 均 , (db;-1/ 
do. 图 中 主 振子 位 相 a- (rz) 扫 过 了 整个 2r 周期 , 且 振 子 振幅 的 增长 率 db,- /dc 
明显 与 它 所 处 位 相 有 关 , 在 图 Ca) 和 (b) 中 各 有 一 个 位 相 附 近 轨 道 点 十 分 分 散 , 相 应 
地 ,在 图 (c) 和 (d) 中 振幅 平均 增长 率 (do-;ydr? 分 别 在 鞍点 的 一 条 不 稳定 轨道 附近 
达到 了 峰值 , 

除 鞍 点 外 , 嵌 在 相 空间 中 的 还 有 混沌 鞍 , 在 第 五 章 中 我 们 知道 ,混沌 鞍 是 一 个 


非 吸 引 的 混沌 点 集 , 这 些 点 分 别 有 不 稳定 和 稳定 轨道 ,因此 混沌 鞍 是 不 稳定 和 稳定 
轨道 的 交集 . 


采用 数值 方法 可 以 寻找 在 不 同 运动 状态 下 的 混沌 鞍 , 如 文 [153] 用 Sprinkler 
方法 找到 了 非 线 性 漂移 波 系统 (7- 47) 的 混沌 鞍 , 为 此 需要 在 相 空 间 中 预先 设 定 一 
个 区 域 , 然 后 追踪 某 个 长 的 暂 态 ,直到 轨道 逃离 这 个 区 域 . 文章 的 主要 结果 是 ,发 现 
激 变 前 在 空间 相 于 吸引 子 中 艇 人 的 是 一 个 时 空 混沌 鞍 , 而 在 激 变 后 的 时 空 混沌 吸 
3| T PATI EB IE 2S. 时 间 混 沌 著 和 时 空 混沌 贰 ， 

图 10-37 给 出 了 一 个 实例 ,其 中 =0.65,e 一 0. 191[ 图 (a)] 和 es 一 0. 199[ 图 
(b)] 是 激 变 前 的 情形 ,图 中 儿 是 在 实验 坐标 系 中 波动 解 $(zx,?) 的 第 & 个 复 模式 ， 
黑色 部 分 分 别 表示 准 周期 吸引 子 (QPA) 和 时 间 混 沌 吸引 子 (TCA) ,灰色 部 分 表示 
构 在 相 空 间 中 的 混沌 进 , 它 们 都 是 时 空 混沌 鞍 (STCS); 图 (c) 和 (d) 中 , e=0. 201 
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10-37 ”波动 扩 x,t) 在 相 空 间 中 的 吸引 子 和 混沌 鞍 (Q 二 0.65) 
( 引 自 文 [153]) 
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是 激 变 后 的 状态 ,其 中 图 (c) 给 出 时 空 混沌 吸引 子 (STCA) . Pg COD £8 Hi Bx e dB zs E 
中 的 混沌 鞍 , 它 们 有 2 个 ,黑色 的 是 时 间 混 沌 鞍 (TCS) ,灰色 的 是 时 空 混沌 贰 
(STCS). 文章 指出 , 激 变 前 在 STCS 上 的 动力 学 十 分 类 似 于 激 变 后 在 STCA 上 的 
动力 学 ,而 激 变 后 在 STCA 上 的 动力 学 是 这 样 的 : 当 轨 道 在 TCS 附近 时 ,运动 基 
本 上 由 TCS 控制 ,表现 为 时 间 混 沌 \ 空 间 相 于 的 运动 ,一 旦 轨道 跳出 TCS 区 域 进 
人 周围 的 STCS, 轨 道 就 基本 上 由 STCS 控制 ,表现 为 时 空 混 沌 运动 ,这 使 得 激 变 后 
的 运动 表现 出 阵 发 的 特点 . 
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《从 孤立 波 到 满 流 一 一 非 线性 波 的 动力 学 》 这 一 书 名 隐 含 了 笔者 对 非 线 性 波形 
形 色 色 时 空 斑 图 成 因 的 理解 一 一 从 动力 学 的 观点 来 看 ,它们 都 是 非 线 性 系统 自 组 
织 的 结果 . 在 依赖 于 时 间 和 空间 的 系统 中 ,最 完美 的 自 组 织 就 是 类 似 于 稳定 的 孤立 
波 那 样 的 以 常 速 运动 的 不 变 空间 结构 ;在 随 波 坐标 系 中 它 是 相 空 间 中 的 一 个 不 动 
点 ,这 个 不 动 点 经 过 一 系列 局 域 分 岔 和 全 局 分 岔 最终 才 形成 了 充分 发 展 的 水 流 , 这 
一 认识 是 以 非 线性 动力 学 作为 理论 基础 ,在 分 析 了 一 些 根据 实际 物理 问题 建立 的 
理论 模型 后 得 出 的 . 

本 书 关于 某 些 应 流 现象 产生 的 动力 学 机 制 的 分 析 , 很 好 地 解释 了 数值 实验 中 
观察 到 的 现象 . 当然 , 满 流 有 不 同 的 表现 ,预料 机 制 不 尽 相 同 , 且 现 有 的 结果 也 尚 待 
其 他 模型 的 检验 . 尽管 有 这 些 缺 钴 ,在 研究 过 程 中 所 获得 的 有 关 非 线性 波 的 动力 学 
图 像 仍 可 能 不 失 普遍 意义 . 有 两 点 基本 认识 : 一 是 非 线 性 波 是 一 种 场 的 自 组 织 现 
象 , 它 的 自 组 织 行 为 发 生 在 不 同 空间 尺度 的 场 量 之 间 ; 二 是 讨论 非 线 性 波 的 动力 学 
时 有 可 能 要 面 对 不 止 一 个 其 至 多 到 无 穷 个 惯性 坐标 系 ,因为 非 线性 波动 系统 的 不 
动 点 常常 存在 于 运动 坐标 系 中 ,而 坐标 系 的 运动 速度 又 可 能 随 某 个 ( 些 ) 参 数 改变 . 
这 一 点 与 讨论 一 般 时 序 系统 有 很 大 不 同 , 后 者 只 在 实验 室 坐 标 系 中 观察 问题 ,不 需 
要 考虑 与 参数 变化 有 关 的 坐标 系 移动 和 多 普 勒 效应 等 问题 , 

除了 这 两 点 基本 认识 之 外 ,其 他 有 一 些 结果 也 可 供 相 关 研 究 参 考 . 例如 ,如 果 
非 线性 波 存在 非 平凡 的 不 动 点 ,那么 这 个 不 动 点 是 随 波 坐标 系 中 的 一 个 不 变 空 间 
结构 ,特别 是 像 鞍 型 定 态 波 解 那样 的 不 稳定 空间 结构 ,虽然 一 般 不 能 在 物理 上 实 
现 , 却 还 有 可 能 以 类 似 势 阱 的 形式 影响 扰动 波 的 行为 ;再 如 ,对 于 一 类 非 线 性 波动 
方程 ,在 对 它们 的 非 平凡 不 动 点 作 微 扰 线 性 化 的 基础 上 ,可 建立 起 波动 的 非 线性 色 
散 关系 ,对 于 给 定 的 定 态 波 解 , 这 个 关系 是 明确 的 .唯一 的 ;还 有 ,讨论 非 线性 波 的 
运动 ,不 能 只 孤立 地 分 析 轨 道 流 形 因 局 域 分 岔 出 现 的 拓扑 变化 ,还 要 考虑 在 相 空间 
中 共存 的 不 稳定 不 动 点 和 不 稳定 周期 轨道 等 的 影响 ,因为 一 些 在 常态 下 观察 不 到 
的 特殊 波动 解 (如 鞍 型 定 态 波 解 ) ,其 形状 的 短暂 实现 甚至 有 可 能 引起 可 观察 的 波 
动 状态 突然 而 剧烈 的 改变 ,等 等 . 这 些 结果 都 带 有 波动 系统 的 特点 ,又 完全 符合 非 
线性 系统 运动 的 一 般 规律 . 完全 有 理由 相信 ,时 序 系统 非 线 性 动力 学 理论 所 揭示 出 
来 的 各 种 运动 规律 ,都 会 以 独 具 特 色 的 形式 在 非 线 性 波动 系统 中 表现 出 来 . 

本 书 第 八 章 中 提出 的 关于 定 态 波 解 的 稳定 性 分 析 方法 适用 于 一 大 类 非 线 性 波 
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动 方程 ,这 些 方程 关于 时 间 的 导数 是 一 阶 的 , 且 存 在 非 平 几 的 定 态 波 解 . 对 于 像 
sine-Gordon 方程 那样 有 二 阶 时 间 导 数 的 以 及 找 不 到 非 平凡 不 动 点 的 非 线性 波动 
方程 ,如 何 作 类 似 的 稳定 性 分 析 还 是 个 有 待 解 决 的 问题 . 至 于 涡 旋 、 涡 旋 丝 等 一 些 
极为 重要 的 波动 现象 ,它们 需要 空间 二 维和 二 维 以 上 的 波动 方程 来 描写 ,更 超出 了 
本 书 的 视野 . 

还 有 一 点 需要 提 到 的 是 ,在 讨论 向 滑 流 转变 的 动力 学 时 ,我 们 没有 给 出 Lya- 
punov 指数 分 析 的 结果 ,事实 上 ,也 很 少 有 文章 报导 对 波动 系统 李 指 数 的 计算 . 考 
虑 到 在 随 波 坐 标 系 中 非 线 性 波 可 以 用 一 组 看 合 的 常 微分 方程 描写 ,预料 其 李 指 数 
的 计算 原则 上 也 应 该 和 时 序 系统 的 一 致 .不 过 , 注 流 这 一 术语 实际 上 涵盖 了 一 些 不 
同 的 动力 学 状态 , 仅 以 空间 相干 性 的 破坏 为 例 ,在 第 九 章 和 第 十 章 中 就 已 发 现 , 它 
可 由 环形 拓扑 奇 点 引起 ,也 可 能 在 混沌 吸引 子 与 鞍点 碰撞 后 发 生 , 两 种 诱因 所 导致 
的 运动 状态 在 动力 学 上 完全 不 同 ;更 一 般 地 说 ,在 固体 .液晶 等 系统 中 还 有 所 谓 的 
Bike BEF TAL , 相 滑 流 等 不 同 的 时 空 无 序 状 态 , 用 李 指 数 能 不 能 区 分 以 及 如 何 区 分 这 些 
状态 , 仍 是 需要 探讨 的 问题 . 
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